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は じ め に 
江 澤 潔 | 手書き : 2020/12/11-12: 電子 文書 化 (by UY) : 2021/01/23-30) 
数 学 や 物理 学 (ある い は 他 の 理科 の 科目 ) を 学習 する 際 の 私 の モッ トー は 、 


「 公 式 / 定 理 は 丸 暗記 せ ず 、 そ の 導出 法 / 証 明 法 を 理解 し て 覚え よ 中 








で ある 。 そ うす る 事 の メリ ッ ト は いく つか ある 。 まず 、( 受 験 勉強 等 で ) 実 用 的 な メリ ッ ト 
と し て は 、 











(1) 導出 法 / 証 明 法 の 筋道 だ け 覚え て お け ば 、 あ と の 松葉 未 節 は (大 抵 ) 自然 と 補っ て 
い け 、 関 連 し た 公式 / 定 理 は イモ づる 式 に 導出 / 証 明 で きる の で 、 結 果 的 に 、 少 な 
い 頭 の 記憶 容量 で 、 よ り 多 く の 公 式 / 定 理 が 覚え られ る 。 

(2) 丸 暗記 だ と 、 ど うし て も (例え ば 係数 が 十 かー か ? 2 が つい た か ? z (円 周 率 ) 
が つ いた か ?) 等 の 子 細 が あや ふ や に な り が ち だ が 、 自 分 で 導出 すれ ば 、 そ うい っ 
た 子 細 を 間違え る リス ク は 劇 的 に 減る 。 

















等 が 挙げ られ る 。 実 際 、 私 は 高校 に 入っ て か ら 記 憶 力 が だ いぶ 悪化 し つつ あっ た が 、 こ の 
お か げ で 、 無 事 、 大 阪 大 学 理学 部 物理 学科 に 現役 で 合格 で きた 。 し か し な が ら 、 公 式 / 定 
理 の 導出 法 / 証 明 法 を 理解 し て 覚え ん る こと の メリ ッ ト は 、 実は も っ と 深遠 (し ん えん : は か り 
し れ な い ほ ど 深 いさ ま ) な も の な の で ある 。 














(3) 公式 / 定 理 を 丸 暗記 する だ け だ と 、 ど うし て も 、 明 ら か に それ が 応用 可能 な 問題 
に し か 応用 で き な い 。 一 方 、 そ の 導出 法 / 証 明 法 を 理解 し て 覚え て お け ば 、 様 々 な 
場面 の 似 た 様 な 状況 に お いて 、 そ の 方 法 を 少し 変形 や 拡張 する だ け で 、 適 用 で きた 
り 、 あ る い は 複数 の 方 法 を 正しく 組み 合わ せ て 、 新 た な (正しい ) 公式 / 定 理 を 生み 
出す こと が で きる 様 に な り 、 可 能 性 は 無限 に 拡がる の で ある 。 











実際 、 私 が (中 学 ・ 高 校 で も その 萌芽 は み ら れ た も の の それ を 除い た と し て も ) 大 学 に 入 
学 以降 、 生 み 出 し た 新た な 公式 / 定 理 は (論文 等 に 記載 し な か っ た 細々 と し た も の も 含め 
る と ) ひょっと し た ら 、 授 業 や 講義 や 文献 等 で 学ん だ も の より も 数 が 多い か も 知れ な い 。 
そし て 、 そ の お か げ も あっ て 、 私 は 1991 年 に 阪 大 大 学院 に 入学 し て か ら 、 約 8 年 間 で 15 
本 の 学術 論文 (うち 10 本 は 単 著 ) を 審査 つき 国際 学術 雑誌 に 発表 し 、 ま た 、 そ の 後 移 っ た 
生物 系 の 分 野 (進化 遺伝 学 ) で も 、 実験 が 全く 出来 ず 、 ま た 、 コ ンピュータ の 扱い も 苦 手 で 








あり な が ら も 、11 本 の 学術 論文 (うち 3 本 は 単 著 ) を 審査 つき 国際 学術 雑誌 に 発表 出来 、 
更に 最後 の 研究 プロ ジェ クト に 関す る 3 つの 論文 (LASTPIECE、ANEX、 SRDMap) 
を 書き 上 げ る こと が で きた 。 ( 注 : 最 後 の 3 つの 論文 は 、「 敵 方 」 の 「 妨 害 工 作 」 が ある の 
を 予想 し た た め 、 学 術 雑誌 に は 投稿 せ ず 、 代 り に 、 オ ー プ ン ・ ソ ー ス (CO 4.0) と し て 公 
開 し て いる 。)? 








導出 法 / 証 明 法 を 理解 し て 覚え る 事 は 、 い わ ば 、 私 が 私 た る ゆえ ん な の で ある 。 





更に 、 教 育 上 の メリ ッ ト と し て は 、 








(4) 公式 / 定 理 の 導出 / 証 明 は 、 厳 然 と し た 論理 的 な 道筋 に 沿っ て 行わ れる の で 、 そ れ 
ら を 理解 する 事 は 、 論 理 的 思考 の よい 鍛錬 と な る 。 

















と いう こと が 挙げ られ る 。 

実際 問題 と し て 、 小 、 中 、 高 で 習う 公式 / 定 理 の ほとん ど は 、( 学 校 の 定期 テス ト や 受験 
以外 の ) 実生 活 で は 役に立た な い 、 と 考え て いる 人 々 は 、 大 人 も 子供 も 含め て 、 多 い の で 
は な か ろう か ?*3 だ と する と 、 一 体 我 々 は 何 の た め に 公式 / 定 理 を 習う / 学 ぶ の か ? 

「 受 験 戦争 に 勝ち 残る (そし て 、「 明 る い 人 生 」 へ の 切符 を つか お む お ) 為 」 

と 言っ て し まう と 身 も 蓋 も な い が 、 本 当 に それ だ け な の だ ろう か ? 








私 が 思う に 、 学 校 で 公式 / 定 理 を 学ぶ / 習 う 真 の 意義 は 、 
その 証明 法 や 導出 法 を 学び 、 理 解す る こと に より 、 論 理 的 な 思考 力 を 鍛え て 磨く 事 、 


に ある の で は な いか と 思う の で ある 。 











何故 な ら 、 た と え 公式 / 定 理 その も の は 実生 活 で 役に立た な な いと し て も 、 そ の 導出 / 証 
明 の 学習 に よっ て 鍛え られ た 論理 的 思考 力 は 、 そ の 後 、 大 人 に な っ て か ら も 活き て くる ハ 
ズ だ か ら で あ る 。[ も ちろ ん 、 そ の 為 に は まじ め に 課題 に 取り 組ま な けれ ば な ら な い の は 
言う まで も な ゆい 。| 




















*2 これ ら の 論文 の リス ト は 私 の OROCID 登録 等 (Kiyoshi Ezawa で 検索 ) で も 見 られ る し 、 又 、 パ ブリ ッ 
ク ・ ド メイ ン で 公開 し て いる 「 あ る 『 負 け 組 科学 者 』 の 人 生 の 記録 」 の 補遺 で も 見 る こと が で きる 。 

*3 実際 に は 目 に 見 えな い 所 で 意外 と 役に立っ て いる の だ が 、 そ れ は (技師 や 学者 な どの ) 「 他 の 誰か 」 が ひ 
そ か に 用 いて いる の で あり 、 一 般 庶民 が 自ら 直接 公式 / 定 理 を 利用 する 場面 に は そう そう 出 く わ さ な いで 
あろ う 。 















































そん な 訳 で 「 私 の 私 た る 所 以 」 で ある 「 公 式 / 定 理 の 導出 / 証 明 」 を 「 体 感 」 し て 頂く 
こと で 、 読 者 の 皆さん に も 、 受 験 テク ニッ ク に 囚われ な い 、 数 学 や 物理 へ の いつ も と 違っ 
た 視点 、 ア プロ ー チ を 味わっ て も らい 、 そ の 新た な 魅力 を 感じ て も ら え た ら 、 と 思い 筆 を 
執っ た 次 第 で ある 。 

私 が 実際 の 研究 現場 で それ を どう 実践 し て 来 た か を 知っ て も ら う 為 に は 、 私 の 書い た 学 
術 論文 を 読ん で 頂く の が いち ば ん 手 っ 取り 早い と は 思う の だ が 、 論 文 を 読む に は それ な り 
の 専門 知識 (お よび 英語 読解 力 ) が 必要 で あり 、 一 般 の 人 々 に は 少し 敷居 が 高い か も し れ 
が UN。 

そこ で 、 こ こ で は 、 多 く の 人 々 に な じみ が 深い と 思わ れる 、 中 学 、 高 校 (お よび 大 学 の 
1-3 年 くら い ) で 習う (ハズ の ) 数 学 や 理科 の 公式 / 定 理 の うち で も 基本 的 で 代表 的 な も の 
に 関し て 、 その 導出 法 / 証 明 法 を 記述 し て 、 私 の モッ トー を 「 実 演 」 し て みた 。 

で きる 限り 、 最 も 基本 的 な も の か ら そ れ ら を 応用 し た も の へ と 論理 が 流れ る よう な 順 
番 で 配置 し た つも り で ある 。 

導出 法 / 証 明 法 の ほとん ど は 、 教 科 書 や 参考 書 等 で よく 見 られ る 典型 的 な も の で ある 
ハズ だ が 、 幾 つか か は 私 自身 が 考案 し た か な り ユ ニー ク な 方 法 の つも り で ある 。 | し か 
し な が ら 、 そ れ も 実 際 に は 既に 誰か が 考え つい て 発表 し て いる も の か も 知れ な い 。 そ 

の 場合 、 今 、 そ れ を 調べ られ な い 状 況 な の で 、 適 切 に クレ ジッ ト で き な い 事 を 予め 謝罪 
する 。|]| (基本 的 に 、 私 は 問題 に 直面 し た ら 、 そ の 解決 法 を (イン ター ネッ ト な ど 調 べ ず 
に ) ま ず 自分 で 考え る 人 間 な の だ 。) 

これ を 読ん で 、 皆 さん が 、 に の 











魅力 を 感じ て 頂け た ら 、 大 変 嬉し いし 、 又 、 に 挙げ て ある 導出 法 / 証 明 法 自体 の 幾つ か 
を 面白 いと 感じ 、 実 際 ! - 学 校 や 紛 / 予 備 等 で 教材 と し て 活用 し て 頂け た ら 幸 甚 で ある 。 





未 筆 な が ら 、 こ の 手記 の 執筆 に ご 協力 下さ っ た 私 の 家族 、 と り わ け 手 記 の 一 部 を タイ プ 
し て くれ た 我 が 姉 康子 ( 現 姓 内 田 )、 お よび 埼玉 医科 大 学 病院 精神 科 の 医師 、 看 護 師 そ の 
他 の 皆様 方 に 心 より お 礼 申 し 上 げ る 。 


2020/12/11 ( 金 ) 江 澤 漂 


[ 注 | この 手記 すべ て を 読ん で 理解 する の に 必要 な 知識 は 、 中 学 お よび 高校 レベ ル の 数 学 
の 基礎 知識 、 お よび 、 偏 微分 ( 例 、 基 4(z,9))、 多 重 積分 ( 例 、/ dz % 4(z, 9) )、 そ 
し て 、 ベ クト ル 積 ( 例 、4x 戸 ニ (4,。 - 4 万 ,, 4。。 - 4。。, 4。。 一 4。。)) に 関 


する 基礎 知識 で ある 。 し か し な が ら 、 中 学 レ ベル の 数 学 の 基礎 知識 さえ あれ ば 解け る 問題 
も 数 多く ある の で 、 ど うか ご 安心 に な っ て 、 読 み 進 め て 頂き た い 。 
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A. 第 一 法則 B. 第 二 法則 C. 第 三 法則 


1] ケプラー の 三 法則 。A. 第 一 法則 。 せ . 第 二 法 則 。C. 第 三 法則 。 


1 ケプラー の 第 3 法則 と ニュ ー ト ン の 万 有 引 カカ の 法則 
江 澤 潔 | 手書き:2020/11/30: 電子 文書 化 : 2021/02/16-17 & 03/14] 


日 本 に いる 多く の 方 々 は 、 中 学 も し く は 高校 の 理科 で 、 ケ プラ ー (Kepler) の 3 法則 な 
る も の を 習っ た ハズ で ある 。 簡単 に お さら いす る と 、 そ れ は 太陽 系 の 惑星 の 運行 に 関す る 
以下 の 様 な 法則 で あっ た ( 図 1)。 


第 一 法則 各々 の 惑星 は 太陽 を その 焦点 の 一 つと し た 椿 円 の 上 を 運行 する ( 図 1 A)。 

第 二 法則 各々 の 惑星 と 太陽 が 結ぶ 線 分 が 一 定時 間 内 に 掃 く 面積 は 常に 一 定 で ある (面積 
速度 一 定 の 法則 ) ( 図 1 B)。 

第 三 法 則 太陽 系 の 各々 の 惑星 と 太陽 の 間 の 平均 距離 (j) と その 太陽 周り の 周期 7⑦) の 
間 に は 、 次 の 関係 が 成立 する : 2 cx 刀 " (即ち 、72 ニー x 刀 ]、 こ こ で で は すべ 
て の 惑星 に 共通 の 係数 ) ( 図 1 C)。 





第 一 法則 は 、 か の 有名 な コペル ニク ス (Oopernucus) が 提唱 し た 地動 説 (惑星 は 太陽 
を 中 心 と し た 円 運動 を する ) の さら に 精度 を 上 げた 修正 版 と 解釈 で きる 。 ま た 、 第 二 法 則 
は 、 物 理学 で 言う と ころ の 角 運 動 量 保存 則 に 相当 する 。( こ の こと か ら 、 太 陽 と 惑星 の 間 
に は その 2 つ を 結ん だ 直線 の 方 向 の 力 し か 働か な い 事 が 示唆 され る 。) 

問題 は 第 三 法則 で ある 。 少な く と も 私 が 学生 の 頃 に は 、 こ の 法則 は ポン と 与え られ 
た だ け で 、 そ の 意味 (ある い は 意義 ) 等 に つい て は 説明 が 全く され ず 、 不 可 解 な 思い 
を し た 。 し か し な が ら 、 よ く 考 える と 、 実 は この 第 三 法則 は ニュ ー ト ン (Newton) の 
万 有 引 力 の 法則 と 同様 (ある い は 同等 ? ) の 内 容 を 含ん で いる こと が わか る の で ある 。 

それ を 示す た め に 、 問 題 を 少し 単純 化し て 、 太 陽 の 周り を 等 速 円 運動 する (仮想 的 な ) 














天体 を 考え る 。 (円 軌道 の 半径 を 丸 、 円 運動 の 周期 を 7 と する 。) 

この 天体 に か か る 向 心 力 (天体 が 外 に 飛ば され な い 様 に 中 心 (つま り 太 陽 ) の 方 向 に 
引っ 張る 力 ) は 、 加 速度 が om = ル ( 稚 ) ) な の で “4、 こ の 天体 の 質量 を と する と 、 
ニュ ー ト ン の 運動 方 程 式 より 、 向 心 力 7 ふ は 、 
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2 
fwe =mxeme ニ m( 


と な る 。 こ こ に 上 述 の ケプラー の 第 三 法則 、72 = の x 刀 3、 を 適用 する と 、 





Ne 0 (1) 





太 向 ふ (27)3 772 XX 








りう C 刀 3 C 泊 4 
即ち 、 
この (仮想 ) 天体 は 、 太 陽 に より 、 天 体 の 次 量 (7 ヵ ) に 比例 し 、 
距離 () の 二乗 に 逆 比 例 す る 力 で 引っ 張ら れ て いる 
こと が わか る ! ! 











これ に 更に ニュ ー ト ン の 作用 ・ 反 作用 の 法則 を 適用 し 、 同 様 に 惑星 も 太陽 を 同じ 大 き さ 
の 力 で 引っ 張っ て いる 事 に 気づく と 、 そ の 力 は 太陽 の 質量 (A7。 で 表す ) に も 比例 する ハ 
ズ な の で 、 式 (1) は 以下 の 様 に 書き 換え られ る : 














ルル 7 77 
ア 語 必 ー ビ ニー (②) 


(ここ で 、O 7。 演 Cg" と 置い た )。 こ れ は まさ し く 、 ニ ュー トン の 万 有 引 力 の 法則 
に 他 な ら な い ! ! 

ここ で 示し た 様 に 、 ケ プラ ー の 第 三 法 昌 と ニュ ー ト ン の 万 有 引 力 の 法則 と は 審 接 な 関係 
に ある (と いう か 、 ほ ほぼ 等 価 で ある ) と いう 事実 を 、( 最 近 は どう だ か 分 か ら な い が 、) 少 
な く と も 私 の 世代 以上 の 人 間 は あま り 知 ら な い だ ろ う 。 ニ ュー トン が どう や っ て 、 万 有 引 
力 の 法則 ( 式 (2)) に た どり 着い た の か は 私 は よく 知ら な い が 、 ケ プラ ー は ニュ ー ト ン よ 
りほ ん の 少し 昔 の 人 な の で 、 ニ ュー トン が この 様 な 思考 ルー ト を 辿っ た 可能 性 は 非常 に 大 
きい 。 [| し か し な が ら 、 万 有 引 力 の 法則 ( 式 (2)) か ら ケ プラ ー の 第 一 法則 、 即 ち 、 惑 星 
の 椿 円 軌道 が 導ける *? の で 、 別 の 思考 ルー ト を た どっ た 可能 性 も ゼロ で は な い が 、、、。] 





























* 全 この 事実 は 補遺 A で 証明 する 。 

*5 惑星 軌道 の (太陽 を 座標 の 原点 と し た ) 極座標 表示 と 、( 惑 星 運動 の ) エネ ルギー 保存 則 お よび 角 運 動 
保存 則 を 用 いる と 、 比 較 的 簡単 に 導ける 。 興味 ある 方 は 挑戦 され た し ! (同様 に し て 、 ケ プラ ー の 第 三 法 
則 も 、 椿 円 軌道 で も 厳密 に 導 け た よう な 気 が す る が 、 記 憶 が あや ふ や な の で 定か で は な い 。) 




















及 















































10 





pg 
の 4 ど 
A. 接 弦 定理 ( 標準 ) B. 証明 i) 用 C. 証明 ii) 用 


( m ン 4 の (= o) < ァ /2 ) ( Z4 の (=oc) > ァ /2 ) 








図 2 接 弦 定理 。A. 標 準 形 。.i) (4 の (= o) < ァ /2) の 証明 用 。C. i) (7xZ ぢ 4 のり (= 
o) > 7r/2) の 証明 用 。 











私 が 思う に 、 学 校 で は 、 た だ 知識 の 維 列 だ け で な く 、 こ の 様 な 知識 (ある い は 科学 的 事 
実 ) 同士 の 有機 的 な 結び つき や 2 つ 以 上 の 知識 を 適切 に 組み 合わ せる と 新た な 事実 が 得 ら 
れる 事 、 ま た 、 新 た な 知識 の 信 び ょ う 性 を 既知 の 知識 か ら 判 断 す る 事 、 等 も も っ と 積極 的 
に 教え る べき で は な い だ ろ うか 。 

いずれ に せよ 、 現 代 は イン ター ネッ ト の 普及 お よび 発展 に より 、 知 識 自 体 は 用 意 に 得 
られ る よう に な っ た 。 その 為 、 こ れ か ら は 、 覚 えて いる 知識 の 量 自体 は あま り 重 要 で な く 
な っ て くる 。 そ れ よ り も 、 各 々 の 主題 の 根幹 を 成す 「 コ ア な 知識 」 の 有機 的 な 体系 を 頭 に 
入れ て 、 そ れ を 参考 に し て 、 イ ンタ ーネット 等 か ら 得 ら れ た 知識 の 真 偽 を で きる だ け 正 し 
く 判 断 し 、 ま た 、( 日 常 生活 ある い は 仕事 で ) 自ら が 直面 し て いる 課題 ・ 問 題 の 解決 の た 
め に 有効 に 利用 で きる 力 が 求め られ る 様 に な る 、 と 私 は 思う 。 

その 為 に は 、 上 記 の 様 な 、 知 識 同士 の 有機 的 な 関係 を 示す こと を | 例題 」 や 「 演 習 」 と 
し て (生徒 た ち に ) で きる だ け 多 く 経 験 させ る 事 が 必要 と な っ て 来 よ う 。 














2 接 弦 定理 の 証明 法 
江 澤 潔 | 手書き : 2020/11/30: 電子 文書 化 : 2021/02/17-19] 
中 学 2 て 3 年 の 時 、 接 弦 定 理 な る も の を 習っ た 記憶 が ある 。 


定理 2.1 ( 接 弦 定理 ) 円 ( 図 2A) の ある 弦 4 ぢ と 、 そ の 一 端 で 接する 円 の 接線 ( 今 の 
場合 の 4/) が 成す 角 ( 今 の 場合 Z4 り ) の 大 き さ は 、 そ の 弦 に よっ て 張ら れる 円 周 角 


凍 | 


( 今 の 場合 ZBgC4) の 大 き さ に 等 し い 。 即 ち 、* 


72/ ど 4 リー ニ / ど ど 4 


だ が 、 授 業 時 間 が 足り な か っ た せい か どう か 知ら な い が 、 そ の 証明 法 は 習わ な か っ た 記 
憶 が ある 。( あ る い は 習っ た こと を た だ 忘れ て いる だ け な の か も 知れ な い が 、、、。) 
どう も 気 に な る の で 証明 法 を 考案 し て 見 た 。 ど う や ら 、 円 の 中 心 点 (O と 記す ) と 、 そ 
こ か ら の 半径 、O4 お よび O、 を 補助 線 と し て 書き 加え れ ば OK な 様 で ある 。 2 つの 
場合 に 分 け て 考え る 。 
(以下 、 表 記 を 簡略 化す る た め 、x/ ア 4 = o と 置く 。) 
i) 77/ ど 4 の (= o) < ァ /2 (= 90?) の 場合 ( 図 2 B) 
先ず 、 接 線 は 半径 と 直交 する *7 の で 、 妨 ZOO4 り = ニ ァ /2 。 よ っ て 、 
7/O4 ど ニカ /O4 の りー 4 の = テ (7/2)ーgw 
次 に 、 へ O4 は 、O4 = OO の 三 等 辺 三 角形 な の で 、 
7/ ひ 4 = /O4 ア = (7/2) 一 og 
これ ら よ り 、 
7 どり 4 ニ ァ ー(m/O4 十 7/O ど 4) ニ ィ ー2 x ((7/2) 一 o) = 2 


最後 に 、 中 心 角 と 円 周 角 の 間 の 関係 補 を 用 いて 、 





7 どじ 4 = (mm/ ど OO4)/2 = テ (2o)/2 =o 


中 9 
7 どど 4 ニン 4 の (= o) 


[証明 (前 半 ) 終わ り ] 








*6 これ 以降 、 あ る 特定 の 角 の 大 き さ (角度 ) を ヵ x{ 特定 の 角 } で 表す こと と する 。 例 えば 、 4 の 〇 の 大 き 
さ は 、m/4 ぢ ご で 表 さ れる 。 ま た 、 あ る 特定 の 線 分 の 長 さ を 、 上 線 を 除い て 表す こと と する 。 例 えば 、 
4 ぢ の 長 さ (つま り 、 点 4 と 点 戸 の 間 の 距離 ) は 、 単 に 4 で 表 さ れる 。 

*7 この 事実 は 補 遣 B で 証明 する 。 

*8 これ は 補遺 C で 導出 され る 。 
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ii) m/4 の (= o) > 7/2 (= 90*) の 場合 ( 図 2 C) 


この 場合 、 二 等 辺 三 角形 へ O4/ の 等 角 は 、 





7/ ひ 4 = OO4 テ ogー(7/2) 


よ 250C 
7 どり 4 (小さ い 方 ) ニ ィ ー2 x (一 (7/2)) = 2r 一 2o 


これ より 、 問 題 の 中 心 角 は 、 
m ン 4 (大 きい 方 ) = 2 テー の 4 (小さ い 方 ) = 2 ティ ー(2rー2o) = 2o 
証明 (前 半 ) と 同様 に 、 円 周 角 と 中 心 角 の 関係 か ら 、 
7 及び 4 = (m/O4 (大 きい 方 ))/2 = (2o)/2 =o 


(Co 
7 どど 4 ニン 4 の (= o) 


[証明 (後半 ) 終わ り ] 


3 ピタ ゴラス の 三平 方 の 定理 の あま り 知 られ て な い 証 明 法 
江 澤 潔 | 手書き :2020/11/30: 電子 文書 化 : 2021/02/19] 
か の 有名 な ピタ ゴラス (Pythagoras) の 三平 方 の 定理 は 、 以 下 の 様 な も の で ある : 


定理 3.1 (三平 方 の 定理 ) / が 直角 な 直角 三角 形 へ 4 ( 図 3 A) に お いて 、 そ の 
斜 辺 (4 ぢ ) の 長 さ の 平方 は 、 残 り の 二 つ の 辺 (4C と ぢ ) の 各々 の 長 さ の 平方 の 和 に 
等 し い 、 即 ち 、 





4? ニー 4 の 2 + O< 


我々 が 子供 の 頃 は 、 こ れ は 確か 中 学 三 年 の 時 に 習っ た と 思う が 、 私 は ( 福 ら く 姉 か 兄 の 
『 中 三 コ ー ス 』 も し く は その 付録 を 見 て ) 中 学 一 年 の 頃 に は その 存在 を 知っ て いた し 、( 確 
か ) 中 学 2 年 で 相似 図形 に つい て 学ん だ 時 に 、 そ の (一 般 に は あま り 知 られ て いな い ) 証 
明 法 を 思い つい た 。 
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pj C 万 

A. 王 角 三角 形 の 例 
pg (人 
B. あま り 知 られ て C. よく 知ら れ た 
いな い 証 明 用 証明 用 





図 3 ピタ ゴラス の 三平 方 の 定理 と その 証明 に 用 いる 図 。A. ここ で 例示 する 直角 三角 形 。 HB. あ 
まり 知ら れ て な い 証 明 用 。C. よく 知ら れ た 証明 用 。 









































その 証明 法 は 以下 の 様 で ある 。 

最初 に 、 直 角 (ZC) か ら 斜 辺 4 ぢ へ 垂 線 を 引き 、 そ の 斜 辺 と の 交点 を 万 と する ( 図 
は 昌 )。 まる と 。、 
先ず 、 人 へ C 刀 万 と へ 4 は 、 どちら も ン 選 万 を 有 し た 直角 三角 形 な の で 、 互 い に 相似 で 
ある 。 よ っ て 、4 ヂ : 〇 = ぢ の : 万 末 、 即 ち 、 


O? ニー 4 お x 万 (3) 


次 に 、 へ 4 万 と 人 へ 4 び CO は 、 ど ちら も ン 4 を 有 し た 直角 三角 形 な の で 、 互 い に 相 似 で 
ある 。 よ っ て 、4 : 4C = 4 : 4 万 、 即 ち 、 


4C? ニ 4 ぢ x 4 万 (④ 
最後 に 、 式 (3) と 式 (4) を 辺 々 足し 合わ せる と 、 
2 二 4O2 ー 4 x ( 有 戸 ] 4 万 ) = 4? (5) 


これ は 、 ま さ に 我々 が 欲し い 式 で ある 。 
[証明 終わ り ] 


私 の 記憶 が 正しけれ ば 、 こ の 証明 法 は 、 私 が 使っ た 教科 書 、 参 考 書 、 問 題 集 の どれ に も 
載っ て いな か っ た 。 ち な み に 、 そ れ ら に よく 載っ て いた 「 標 準 的 な 」 証 明 法 は 、 以 下 の 様 
な も の で ある 。 
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図 3 C の 様 に 、 一 片 が g 十 6 の 正方 形 の 内 側 に 、 直 角 を 挟ん だ 二 辺 が お よび 5 で あ 
る 様 な 直角 三角 形 を 4 つ 埋め 込む 。 そ うし て で きた 内 側 の 四角 形 (灰色 の 領域 ) は 各々 の 
辺 が 直角 三角 形 の 斜 辺 ( 長 さ を c と 記す ) で 与え られ る 正方 形 と な る 。 そ の 内 側 の 正方 形 
の 面積 を 2 通り の や り 方 で 計算 する と 、 


cー(g 十 の ^ー4x (og6/2) = go" 十 / が 





と な り 、 三 平方 の 定理 が 証明 され る 、 と いっ た 具合 で ある 。 

この (標準 的 ) 証明 法 は エレ ガン ト で 何 の 問 題 も な い の だ が 、 あ る 定理 の 証明 法 
(ある い は ある 公式 の 導出 法 ) は 必ず と も 一 通り だ け と は 限ら な いこ と を 心得 て お く こ と 
は 、 後 に 難し そう な 問題 に 直面 し た 際 に 、 幾 つも の 「 解 法 へ の ルー ト 」 を 思い つき 、 そ の 
結果 と し て 、 問 題 を 解決 で きる 可能 性 が 高まる こと に つなが る 。 

一 方 、 こ うい っ た 問題 の 採点 者 の 方 々 は 、( 一 般 の 問題 に 対し て も ) 模範 解答 に 示さ れ た 
解法 以外 に も 解き 方 が あり 得る こと を 心得 て お く こ と に より 、「 実 は 正解 だ っ た の に 誤り 
と 見 な し て し まっ た ! 」 と いう ミス (ある い は 悲劇 ) を 防ぐ こと が で きる 。 

















4 円 周 率 ァ + ( 呈 3.141592 ‥….) の 求め 方 
江 澤 潔 手書き : 2020/12/01-02: 電子 文書 化 : 2021/02/19-21] 


円 周 率 7 (= 3.141592 …) は 数 学 、 特 に 幾何 学 、 複 素 関 数 論 、 フ ー リ エ (Fourier) 解 
析 等 で 非常 に 重要 な 役割 を 果たす 定数 で ある 。rr は 無理 数 (分 子 と 分 母 が 整数 で ある 様 な 
分 数 と し て 表せ な い 数 ) の 一 つ で あり 、 そ の 中 で も 超越 数 (有理 数 を 係数 と する 代数 方 程 
式 の 解 に な り 得 な い 数 ) に 属す る こと が わか っ て いる 、、、 ら し い 。[| 私 は その 証明 法 を 知 
ら な い 。 興味 ある 方 は 自分 で 調べ られ た し 。 | 巻 で は 、 円 周 率 r の すべ て の 桁 を (分 か っ 
て いる 所 まで ) 示し た 、 一 般 人 に は 非常 に 退屈 な 本 も 出版 され て いる らし いし 、 時 々 テレ 
ビ 等 に は 7 を 何 万 (?) 桁 ま で 覚え て いる と いう 人 々 も 登場 し た りす る 。 

私 は そう いっ た 人 々 は 素直 に すご いと 思い 、 称 賛 を 惜しま な い 。 そ の 一 方 で 、 私 は 科学 
者 の 端くれ で ある 為 、「z を 何 杵 ま で 覚え た か ?」 よ り も 「 ど うす れ ば rr を 何 桁 ま で も 
求め る こと が で きる か ?」 の 方 が 興味 が ある 。zr の 数 値 を 示し た 本 が 出版 され て いる くら 
い だ か ら 、 そ の 様 な 方 法 は すでに 確立 し て いる ハズ で ある が 、 残 念 な が ら 、 私 は その 正確 
な 方 法 は 知ら な い 。 

私 は 、 科 学者 た る 者 に と っ て 、 あ る 問題 の 解決 法 を 色々 と 知っ て いる の は 確か に 大 切 だ と 
思う が 、 そ れ 以 上 に 、 自 分 の 持ち 合わ せ た 知 識 か ら 直面 し た 問題 に 対す る 「 自 分 な り の 解決 法 」 を 




















思い つく 能力 の 方 が より 大 事 で ある と 思っ て いる 。 





15 


と 言う 訳 で 、 以 下 に 、 よ く 知 られ た rr の 求め 方 と 共に 、 私 自身 で 考え た 方 法 を 記す こと 
全 か の 。 
[ 注 : 以下 で は 、 コ ンピュータ 上 で 何 万 桁 も の 数 値 の 計算 (四則 演算 等 ) を 能率 よく 行え る 
ツー ル (ある い は シス テム ) が すでに 存在 する と 仮定 する 。 本 当 は 、 ど う や っ て その 様 な 
ツー ル (ある い は シス テム ) を 実現 (ある い は 実装 ) する か ? の 方 が 深刻 な 問題 か も し れ 
な い が 、 そ れ を 考案 する に は コン ピュ ー タ シス テム に つい て の 深遠 な 知識 が 必要 で あり 、 
私 の 専門 領域 を 超え る の で 、 こ こ で は 割愛 させ て 頂く 。 興 味 あ る 方 々 は 自分 で 調べ て 頂け 
た ら 幸 いで ある 。| 








4.1 | 方 法 1| 実際 に 長 さ 面積 ノ 体 積 を 測る 方 法 


多く の 方 々 は 、 小 学校 の 算数 も し く は 中 学校 の 数 学 の 授業 等 で 、 実 際 に 円 の 周囲 と 直径 
を 測っ て 、 そ の 比率 か ら zr を 近似 的 に 求め た (ある い は 教師 等 が それ を 実演 し て 見 せ た ) 
経験 が ある の で は な いか と 思う 。 

半径 及 の 円 の 円 周 の 長 さ は 27 丸 、 面 積 は 7 肪 で ある こと か ら 、 


(円 周 の 長 さ ) 2 3 
呈 R N の 8 
困 (直径 (これ が そもそも の 定義 
ある い は 面 策 ) 
円 の 面積 
ES 偽っ た 求 
困 eg と (ちょ っ と 失 っ た 求め 方 ) 


と し て 、 rr の 数 値 が 求め られ る 答 で ある 。 

この 方 法 の 利点 は 、 物 差し (ある い は 巻尺 ) さえ あれ ば 、 誰 で も 実施 で きる 手軽 さ で あ 
る 。 し か し な が ら 、 rr を 何 桁 も 精度 よく 求め よう と する と 、 た ち ま と ち 技術 的 な 困難 に 直 
面 す る 。 例 えば 、 本 当 に 「 ま ん 丸い 」 正 確 な 円 を 作る 難し さ 、 そ の 長 さ や 面積 (ある い は 
円 筒 の 体積 や 重 さ (質量 )) を 正確 に 測る 難し さ 、 等 が あり 、 こ の 方 法 で 5 桁 以 上 まで 正 
確 に 7 を 求め る に は 、 相 当 に 高度 な 工学 的 技術 を 要する こと が 予想 され る 。 

そし て 、 い くら 高度 な 工学 的 技術 を も っ て し て も 、「 物 体 は 原子 、 分 子 で 出来 て いる 」 
と いう 事実 か らく る 原理 的 な 限界 な る も の が 存在 する 。 例 えば 、 長 さ を 測る や り 方 で 
は 、 原 子 の サイ ズ が 4 (オン グスト ロー ム ) (= 108 cm) の オー ダー で ある の で 、 正 確 
な 円 を 工作 で きる 典型 的 な サイ ズ を 10 cm と する と *9 どん な に 正確 に 測っ た と し て も 、 
(10~?) /10 = 10-? 程度 の 誤差 は どう し て も 生じ る で あろ う 。 即ち 、 ど ん な に 頑張 っ て も 






































*9 私 は 工学 的 知識 を 持ち 合わ せ て いな い の で 、 本 当 の と ころ は どう だ か わか ら な い 。 従っ て 、10 cm は 単 
な る 仮定 で ある 。 
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図 4 円 周 率 の モン テカ ル ロ 法 に よる 計算 (概念 図 )。 本 文 で 説明 され た 方 法 で 使わ れる 領域 は 赤 
塗り され て いる 。 


1 0 桁 程度 が 限界 と いう こと で ある 。 そ し て 、 実 際 に は 、( 密 度 等 の ) 熱 播 ら ぎ 等 も ある 
の で 、 実 際 の 限界 桁 数 は も っ と 小さ いか も 知れ な い 。 従っ て 、 7r の 数 値 を 何 万 桁 も 求め 
る に は 、 別 の 方 法 に 頼ら ざる を 得 な い 。 





4.2 [方法 2| モン テ ・ カ ル ロ 法 


これ は 、 円 周 率 の 測定 を 確率 の 問題 に 置き 換え る 方 法 で ある 。 実 は 、 私 が 音 に 読ん だ 
BASIC 言語 で の プロ グラ ム の 入門 書 (大 変 申 し 訳 な い が 、 タ イト ル と 著者 名 を 忘れ て し 
まっ た ) に 記述 され て いた 方 法 で ある 。 

比 只 的 に 表現 する と 、 図 4 の 様 に 、 一 辺 が 2m の 正方 形 に 半径 1m の 円 を は め 込 み 、 そ 
れ に 向け て 全く 無 作為 に ダー ツ の 矢 を 投げ て 、 円 内 に 刺さ っ た 矢 の 数 と 正方 形 全 体 に 刺 
さっ た 矢 の 数 の 比 を 求め る 方 法 で ある 。( こ の 比 が ァ /4 を 近似 する 。) 

この 状況 を そ を コ ンピュータ シミ ュ レ ーション で 模 信 する に は 、 例 えば 、 0 か ら 1 まで の 
実数 値 を 取る ( 擬 ) 乱数 の 対 を 発生 させ て 、 そ れ ぞ れ と YY と し 、 全 て の 試行 の 中 で 
え タ エ ヤ 2 < 1 と な る 相対 頻度 を 求め 、 そ れ で rr/4 を 近似 する 。*0 (ちな み に 、 こ の 様 な 
方 法 を 、 モ ン テ ・ カ ル ロ (Monte Carlo) シミ ュ レ ーション と 呼ぶ 。) 

この 方 法 の 良い と ころ は 、 初 歩 的 な プロ グラ ミン グ 人 能力 さえ あれ ば 、 誰 で も 簡単 に 実施 
宮寺 きる こと ど で あ る 。 








*10 この 場合 、 図 4 の 第 一 象限 (赤い 領域 ) の み を 用 いて いる こと に 相当 する 。 





】 


欠点 は 、 十 分 な 精度 を 稼ぐ に は か な り の 時 間 が か か る と いう こと だ 。 例 えば 、/ 回 の 
試行 の 結果 で zr/4 を 近似 する と 、 結 果 (py と 表現 する ) は 、 試 行 回 数 /W で 「 成 功 率 」 
ァ /4 の 二 項 分 布 に 従う の で 、 概 ね 

ィ の と ー 47 <pw で ィ 叶 9 し 4 
の 範囲 内 に 納まり 、 大 雑 把 に 言っ て 1/V/ 程度 の 誤差 が 見 込ま れる 。 

一 方 、 有 限 の 時 間 内 に 行え る 試行 数 (W) に は 限り が ある 。 例 えば 、 一 秒間 に 102? 対 
の ( 擬 ) 乱数 対 を 生成 で きる コン ピュ ー タ を 用 いた と し 、 そ れ が 宇宙 の 始ま り ( 約 137 
億 年 前 ) か ら 今 まで に 行え る 試行 数 を * 回 と 表す と 、 

MY* て 1.37 x 10"( 年 ) x 365 (日 年 ) x 24 (時 間 ノ 日 ) x 3600 ( 秒 ン 時 間 ) x 10 や (回 ノ 秒 ) 

と 4 x 107( 回 ) 

















と な り 、 そ れ で 達成 で きる 精度 は 大 体 、1/VW* て 10-19 の オー ダー と な る 。 即ち 、 
宇宙 の は じ め か ら 現 在 ま で 高速 コン ピュ ー タ で 試行 を 繰り 返し た と し て も zr の 数 値 は 
せい ぜ い 2 0 桁 ま で し か 求 ま ら な い 。*1+ 








4.3 | 方 法 3] 三角 関数 の 間 の 不等式 と 半角 の 公式 を 用 いる 方 法 


ここ で は 、 二 つの 三角 関数 、 正 弦 (sine) と 正 接 (tangent)、 の 満た す 不等式 : 





sin り この ご tan の (6) 


を 利用 する 。( こ こ で 、 の 9 は ラジ アン の 単位 で 測 ら れ た 角度 で 、0 < の 9< ァ 7r/2 と する 。) 
この 不等式 は 、 高 校 数 学 の 私 の 教科 書 の コラ ム 欄 や 、 参 考 書 等 に 記述 され て いた よう な 
お ぼろ げ な 記憶 が ある が 、 以 下 の 様 に し て 導出 で きる 。 
| 導出 ] 
5 の 様 に 、 半 径 アア の 円 の 中 心 を O と し 、 扇 型 の 4 ぢ と それ に (水平 線 に 対し ) 線 
対称 な 扇 型 の を 考え 、 簡 略 化 の 為 、 妨 4 = 7Z ビ O ニ の 9 と お く 。 
先ず 、「 2 点 間 を 最短 距離 (道のり ) で 結ぶ 線 は 直線 で ある 」 と いう ユー クリ ッ ド の 公 
理 に 従い 、 


























2 刀 sin9 = ニ 4C(= 線 分 4 万 の 長 さ ) < 弧 4C の 長 さ =279 





*11 な お 、 コ ンピュータ で 生成 で きる の は 真 の 乱数 で は な く 擬 乱数 で ある 、 と いう 問題 も ある が 、 最 近 の 性 
能 良 い 擬 乱 数 プロ グラ ム (又は 関数 ) は W* を 優 に 超え る 長い 周期 を も つの で 、 こ の 問題 は ここ で は 表 男 
化し な いで あろ ウ 。 
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( 


5 三角 関数 の 間 の 不等式 の 導出 。 


これ より 、sin の < の が 示せ た 。*+2 
次 に 、 点 太 で 円 に 接する 接線 を 一 辺 と する 直角 三角 形 へ カリ O 太 を 考え る と 、 こ れ は 扇 
型 4O を 必ず 内 包 す る の で 、 明 ら か に 、 


丸 9/2 = 扇 型 40 ぢ の 面積 < へ DO の 面積 < ( 避 ^tan の ) /2 


これ より 、 の <tan の 9 が 示せ る 。 
上 記 2 つの 不等式 を 合わ せる と 、 sin り < の <tan の り の となり 、 こ れ は まさ に 我々 が 導出 
し た い 不 等 式 、 式 (6) に 他 な ら な い 。 
[| 導出 終わ り ] 


この 式 (6) は 、 そ れ だ け で も 円 周 率 ティ の 値 の 範囲 を 決め る の に 有用 で ある 。 
倒 和 ば 、 ひ りー ァ /4 ( 4527) どす る そ と 、 6 A の 様 に 、 円 に 内 接 お よび 外 接 する 正方 形 
を 用 いた こと に 相当 する 。 こ の 場合 、 式 (6) は 、 具 体 的 に は 、 
1 - 旭 困 旭 
みこ に | < tan ( ェ ) 三 1 
即ち 、 2Y2 < <4 と な る 。 こ の 上 限 4 は まさ に 、 古 代 エ ジ プ ト 人 が 7 ァ rr の 近似 値 と し て 
用 いて いた と され る 数 値 で ある 。 




















*12_ へ 4 の の 面積 が 必ず 扇 型 の 4 ぢ 〇 C の 面積 より 小さ い 事 か ら も 導出 で きる 。 
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6 円 に 内 接 お よび 外 接 する 正 ?, 角形 。 A. 正方 形 ( ヵ =ー 4)。 互 . 正六 角形 ( ヵ = 6)。 











次 に 、 の 9 = ティ /6 ( 王 30?7) と する と 、 図 6 B の 様 に 、 円 に 内 接 お よび 外 接する 正六 角形 
を 用 いた こと に 相当 する 。 こ の 場合 、 式 (6) は 、 具 体 的 に は 、 











1 困 困 困 1 
(で) くる SG) - 
即ち 、3 < ァ ィ <2V3 と な る 。 こ の 下限 3 は 、「 ゆ と り 世 代 」 が 学校 で 習っ た 7 の 近似 値 と 
同じ で ある 。 
この 様 に 、9= ィ ァ / ヵ ( ヵ >3) の 場合 は 、 円 に 内 接 お よび 外 接 する 正 ヵ 角形 の 辺 の 長 さ 
お よび 面積 と 円 の 円 周 の 長 さ お よび 面積 と の 比較 に 帰着 で きる の で 、 三 角 関 数 に つい て 
知ら な い 小 ・ 中 学生 で も この 方 法 を 用 いて 7 の 範囲 を 定め る こと が で きる ! そう いう 意 
味 で は 、 こ れ は 非常 に 教育 的 な 方 法 だ と も 言え る 。 
更に 、 賢 い 生 徒 な ら す ぐに 気づく と 思う が 、 正 ヵ 角形 の 角 の 数 (即ち ヵ ) を 増やせ ば 増 
や す だ け 範囲 が 狭まり 、 よ り 正 確 な 7 の 近似 が で きる よう に な る 。 
これ を 体系 的 に 実現 する 一 つの 方 法 と し て 、 三 角 関 数 の 半角 の 公式 を 用 いる こと が 考え 
られ る 。 半角 の 公式 は 、( い ちい ち 暗 記し な く て も ) 倍角 の 公式 、 


の の の の 
記 の SD 1 ン 計時 R 
cos の 三 cos (3) Sim (3 2 cos 有 1 ニテ 1 一 2sin (3) 


を 用 いれ ば 、 簡 単に 導 け 、 次 の よう に な る : 
時 9  /1 十 cos9 An 2)  / ル ユ 一 cos9 還 9 の sin ( ぅ ) _ ルーcos の 
2 2 2 2 2/ cos( 釣 V1 十 cos9 
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これ ら を 適当 な 初期 値 (9 = 9。 と 記す ) より 初め て 、 例 えば 回 繰り 返し て 適用 する 
で 式 (6) は 、 sin(9/27) 2 (%/2 め ) < tan(/2%)、 即ち 、 


が xan ( 芝 < の < が xt ( 肝 (7) 


と な り 、 ん が 増え る に つれ て rr の 範囲 は どん どん 狭まる 。 
三角 関数 の Taylor 展開 に よる と 、 








sin り 9 一 9 一 2 の 9 +O( の ) , tan の = の 3 の の (の ) 
で ある の で 、 こ の 不等式 (7) 自体 は (の?) 。 O((1/2 め 5)? = 2- 信 ) 。 O(10-0.9%) の 精度 
で 7 の 範囲 を 狭め られ る が 、「 近 似 関数 」 と し て 、 


e 2sin の 9 十 tan の 
DE A 


っ ⑯) 





9 王 9。/2* 





を 用 いる と 、Taylor 展開 の O( の ) 項 が 相殺 し 、r を 誤差 が (の?) ~ O(10- 上 2 な ) の 精 
度 で 近似 で きる こと と な る 。 

寺 和 RM0NH こ 能 率 の 良い 方 法 で ある 。 例 えば 、r を 1 0 万 桁 
まで 求め た い 場 合 で も 、 半 角 の 公式 を 約 10 万 (一 10?) 回 繰り 返し て 式 (8) で ん 。10? 
と 人 hl OK で ある 。 

考え 得る ーー つ の 間 題 は 、 半 角 の 公式 で 10 万 桁 の 数 の 平方 根 を 求め る の は 早く で きる の 
か ? で ある が 、 平 方 根 を 求め る 計算 法 (開平 法 と 呼ば れる ) は 、 筆 算 の 方 法 が 確立 し て お 
り 、 ま た 、 そ ろば ん を 用 いて する 方 法 も 存在 する 様 な の で 、 恐 らく は 、 コ ンピュータ 上 
で 開平 法 を 効率 よく 行う アル ゴリ ズム も 存在 する 管 で ある 。 仮 に 、/ 桁 の 数 値 の 開平 に 
O() 会 の 基本 演算 が 必要 だ と し て も 、zr を / 桁 ま で 求め る 場合 の 基本 演算 の 回 数 は せ 
い ぜ い O(W?) と な り 、 上 記 の 様 に / へ 10? で も O(10") に し か な ら ず 、 現 在 の 高速 コ 
ンド ピロ エー みな ら 「 あ っ と いう 問 に 」 答え を 与え て ぐれ る で ある ろう 











4.4 [| 方法 4] Arctan (z) の 積分 表示 を 用 いる 方 法 


[方 法 3] は 十分 早い ハズ な の で 、 実 用 的 に は それ だ け あ れ ば 問題 な い ハ ズ だ が 、 同 じ 問 
題 で も 複数 の 解決 法 が ある の は 強み と な る の で 、 こ こ (お よび 次 の 小節 ) で は 別 の アプ 











“19 も う 一 つの 問題 は 、sin ( 外 ) や tan ( 録 ) を 半角 の 公式 で 求め る 際 に 「1 引く { 1 に 非常 に 近い 数 ]」 
を 計算 する 為 、 大 規模 な (求め た い 桁 数 の 倍 程度 の 桁 数 の ) 「 桁 落ち 」 が 生じ る こと で ある 。 こ の 和 為 、 計 
算 す る 際 に は 、 求 め た い 桁 数 の 3 倍 程 度 の 桁 数 まで 計算 し て お か な けれ ば な ら な いか も 知れ ず 、( 3 倍 程 
度 ) 余計 に メモ リー を 確保 する 必要 が ある か も 知れ な い 。 








21 


ロー チ を 考え る 。 
ァ ーtan の (7/2 < の <77/2) の 時 、 そ の 逆 関数 は 9 = arctan(z) と 表記 し 、 次 の 積分 
で 求め られ る : 











ンー 
arctan(Z) 三 / 1+ の (9⑨) 
| 導出 ] 
上 記 積 分 で ょ =ーtan の と 置く と 、 沈 ーー あぁ g お よび 1 十 ザ ーー も 。 。 こ れ よ り 、 
7 arctan() 2/2 arctan() arctan() 
/ 9 () ys 9 = arctan(Z) 
0 1 十 ? 0 1 十 7 0 (っ あ ?) 0 
| 導出 終わ り ] 


つの の アデイ ディア と し で は 、 例え ば 、 江 (9) で の 三 1 と 置い て 、 


1 
困 ⑰ 
愉 arctan(1) = / 守 ら 





と し 、 右 辺 を 数 値 積分 で 求め る や り 方 が ある 。 例 えば 積分 区 間 を 2 等 分 する と 、 積 分 を 
台形 公式 で 近似 し た 場合 、O((1/2)2) > O(10~-99⑯)、 シ ンプ ソン (Simpson) の 公式 を 
用 いた 場合 、O((1/2) 人 9 < O(10-+ 全 )、 の 精度 で 7 を 近似 で きる 。 

し か し な が ら 、 こ の や り 方 の 問題 点 は 、 大 雑 揚 に 言っ て 2* 個 の 点 に お ける 被 積分 関数 
を 計算 し て 求め か けれ ば な ら な いこ と で ある 。 [方法 2]| で や っ た の と 同様 に 、 一 秒間 に 
1020 点 で の 被 積分 関数 値 を 計算 で きる コン ピュ ー タ が あっ た と し て 、 そ れ を 宇宙 の 初め 
か ら 現 在 ま で 走ら せ た と する と 、 約 4 x 1037 点 で 被 積分 関数 を 計算 で き 、 シ ンプ ソン の 
公式 を 用 いた 場合 、r は 、 大 雑 把 に 言っ て (1/(4 x 1037))4 。 4 x 10-?+ の 精度 、 つ ま 
り 、 大 体 1 5 0 桁 く らい まで 計算 で きる 、 と いう こと に な る 。 こ れ は [方 法 2] (モン テ ・ 
カル ロ ) に 較べ る と か な り 速 い が 、| 方 法 3] (半角 の 公式 ) に 較べ る と 格段 に 遅い 。 











し か し な が ら 、 も う 少 し 工夫 すれ ば 、 こ の arctan(z) の 積分 表示 に 基づい て 、r を 
も っ と 速く 、 精度 よく 計算 で きる 。 

その 為 に は 、 ま ず 、 被 積分 関数 を テイ ラー (Taylor) 展開 し 、 arctan(z) 自体 を テイ ラー 
級数 で 表示 し 直す : 


7 
arctan( 々 ) 三 1 本 婦 
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9) (10) 


+ と he 


そし て 、 ヶ > と し て 、 で きる だ け 小 さく て arctan(z) が 7 の 整数 分 の 1 に な る 様 な 
値 を 用 いる 。 例 えば 、z = 1/V3 を 式 (10) に 代入 する と 、r/6 = arctan(1/V3) = 
(73) 1 + ど た 」 結 和 0/V⑧ 光 | 思 ち 、 


の 2 GO 


と な る 。 こ の 級数 を コン ピュ ー タ を 用 いて ヵ = 1 か ら 洒 次 、 求 め て いけ ば 良い 。 級 数 の 
各 項 に 現れ る べき 乗 、(1/3)”、 は 、 河 化 式 、(1/3)” = (1/3) x (1/3)"-+、 を 用 いれ ば 、 尊 
次 、 単 な る 1/3 の 乗法 (も し く は 3 に よる 除法 ) を 行う だ け で 求め られ る の で 何 の 問 題 
も な い 。 

この 方 法 で テイ ラー 級数 の A 番目 の 項 ま で 計算 し た 時 の の 誤差 は O((1/3)?* 
) > (10~-0.48 が 3)、 つ まり 、7 を お お よそ 0.48/ 桁 ま で 計算 で きる 。 従 っ て 、 も し 10 万 
( 三 10?) 桁 まで r を 求め た い 時 は 、 テ イラ ー 級 数 を ヵ ー 1 から 大 体 % マ 2x10? まで 計 
算 す れ ば いい だ け な の で 、 こ れ は 非常 に 効率 の 良い 計算 法 だ と 言え る 。( 恐 らく [| 方 法 3] 
より も 効率 が 良い 。) 


sd 











三 2V3 11 

















4.5 | 方 法 5] Arcsin (z) の 積分 表示 を 用 いる 方 法 


ヶ 三 sin の (7/2 く 9 く ァ 7/2) の 時 、 そ の 逆 関数 は 9 = arcsin(z) と 表記 し 、 次 の 積分 
で 求め られ る : 


arcSin( 々 ) 三 (12) 


/ 寺 
| 導出 ] 
上 記 積 分 で ぇ = sin の と 置く と 、 党 = cos59 お よび ツ 1 一 ジーcos の 9 。 こ れ よ り 、 


の arcsin() ( 双 ) arcsin() cosg arcsin () 
人 9-=99/ 一 6 2// ー / 9 ニ 
/ pe = 玉 二 。 6 arCSin () 
[ 導出 終わ り ] 








この 場合 も 、 例 えば ァ =1/2 等 と 置き 、 式 (12) の 右辺 の 積分 を 数 値 計算 し て も 7 を 
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求め られ る こと は 求め られ る が 、| 方 法 4] の 前 半 で 論じ た の と 同様 に か な り 遅 い 計算 法 と 
な る 。 

そこ で 、 こ こ で も 式 (12) の 右辺 の 被 積分 関数 を テイ ラー 展開 し て 、arcsin(z) を テイ 
ラー 級数 で 表す : 





arctan(Z 


ーー 


3 
0 


Se 
2 ( ぅ ) 


1 
ーッ 2 り ) (13) 


この 場合 、 最 右辺 で の 係数 、C。、 が 一 見 複雑 そう だ が 、 洒 化 式 、 




















1 


MS 
C。 三 8 の 





を 用 いて 洒 次 計算 で きる の で 、 さ ほど 問題 に は な ら な い 。 
更 だ だ く : 穫 9 だ る 三 1 リ を 人 大 する と 、 元 /6 且 aeem(t/2)、 三 (172) メ 填 
の 」 72 即ち 、 








eo /1N" 
ES 6 
と な る 。 こ の 場合 、 式 (14) の カッ コ 内 の 級数 を ヵ ー ニ 1 か ら ヵ =ー まで 計算 し た 時 の 
r の 誤差 は 大 雑 把 に 言っ て O((1/4)?) ^。 O(10-06W) と な る 。 つ まり 、 ァ rr を 大 体 0.6W 
桁 まで 計算 し た こと に な る 。 こ の 場合 も (例え ば ) 10 万 杵 ま で を 求め た い 場 合 は 、 大 
体 Y へ 10?/0.6 <。 17 万 項目 まで 級数 を 計算 すれ ば よい の で 非常 に 効率 の よい 計算 法 と な 
る 。( た だ し 、 [| 方法 4] と どちら が 速い か は 、 細 か な 要素 も 絡ん で くる の で 定か で は な い 。) 








4.6 [ まとめ] 
この 様 に 、 円 周 率 r (= 3.141592……) を 非常 に 精度 よく 求め る 方 法 は 一 通り で は な 
く 、 そ れ ぞ れ 長 所 も あれ ば 短所 も ある 。 ま た 、 フ ー リ エ 人 解析 や 複素 関数 論 等 も 絡め た りす 





れ ば 、 更 に 多く の 求め 方 が 考え られ る で あろ う 。 読 者 の 方 々 も 「 自 分 な り の 求め 方 」 を 考 
案 し て み ら れ て は いか が だ ろう か 。 き っ と 良い 数 学 の 演習 問題 に な る と 思う 。 
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7 対 頂 角 。 


5 ユー クリ ッ ド 幾何 学 に お ける 基本 定理 の 証明 
江 澤 潔 [手書き : 2020/12/03-04: 電子 文書 化 : 2021/02/21-26] 
ユー クリ ッ ド (Enuclid) 幾何 学 に 関し て は 、 小 学 ・ 中 学 ・ 高 校 で さん ざん 学ん で 来 ら れ 
た 事 と 思う が 、 こ こ で その 基本 定理 に つい て お さら いし て お こう 。 
5.1 対 頂 角 


定理 5.1 対 頂 角 の 大 き さ は 等 し い 。 例 えば 、 図 7 に お いて 、 


7 人 40 ピ = 7 どり の ーー, が ZZ4 の の = どの で 


ェ ーー 


証明 ] 図 7 で 、 


7/4O り 十 娘 / カ O = /40 ニ ィ (= 180?) (一 直線 ), 
7/40C 二 妨 /4O の = の の ティ (= 180?) (一 直線 ) 
(15) 


まつ で 
7 4 の 上 妨 / の OO ぢ = 4 の O ど C+ 妨 /4 ひ の 


両辺 か ら 7,/4O カ を 差し 引く と 
7 の ひど ニテ カン 4 の 0C 
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を 














8 二 点 間 の 距離 。 


同様 に し て 、 娘 4 の の = ZZOC も 示せ る 。 


ェ ーー 


証明 終わ り ] 


5.2 2 点 間 の 距離 


定理 5.2 8 の 様 に 、 デ カル ト (Descartes) 座標 で 表 さ れ た ユー クリ ッ ド 平面 上 の 2 





二 - 症 = る 2 地 ー)2 (16) 


ーー 1 


証明 ] 

これ は 、 ピ タゴ ラス の 三平 方 の 定理 (定理 3.1) の 応用 で 、 2 点 間 の 距離 は 、 図 8 の 様 
に 、 直 角 を は さむ 二 辺 の 長 さ が | え 」- え ぅ | と | 避 一 | で ある 様 な 直角 三角 形 の 斜 辺 の 長 
さ に 他 な ら な い の で 、 式 (16) 右辺 で 与え られ る 。( な お 、 そ れ は 図 の 赤い ベク トル で 示 
す 様 に 、 ベ クト ル の 差 、 刀 」 - 刀 。 、 の 大 き さ で も ある の で 、 左辺 の よう に も 表記 され る 。) 
[ 証明 終わ り ] 





5.3 余弦 定理 と 正弦 定理 
定理 5.3 (余弦 定理 ) 9 A の 三角 形 へ 4 に 関し 、 
O? ニー 42 二 4C タ ー24 ぢ お ・4C・cos(m ン 4) (ZI 


( 長 さ 4 や 4C も 同様 に 、 そ れ ぞ れ 、cos(7,/Z) や cos(7Z) を 用 いて 表せ る 。) 
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A. 三角 形 の 例 B. 


余弦 定理 の 証明 


C. 正弦 定理 の 証明 
図 9 余弦 定理 と 正弦 定理 。A. こ こ で 例示 する 三角 





形 。 せ . 余弦 定理 の 証明 。 〇 . 














E 弦 定理 の 証明 。 


ェ ーー 


証明 ] 


図 9 B の 様 に 座標 系 を 取る と 、 点 4 は (0.0)、 点 は (4,0)、 そ し て 点 C は 


(4C・cos(m ン 4),4C ・sin(/4)) に 位置 する 。 定理 5.2 を 用 いて 、 





2 
ge =|g 





=(4 ぢ - 4O・cos(Z4))? 二 (4O・sm(Z4))1 


ー 4 ぢ ? ー 24 ぢ ・4C・cos(z/4) + 4C?(cos?(/4) 十 sin2(/4)) 
ー 4 + 4C2ー24 ぢ 4C・cos(m ン 4) 


これ は まさ に 余弦 定理 の 式 (17) に 他 な ら な い 。 


ーー 


証明 終わ り ] 


定理 5.4 (正弦 定理 ) や は り 図 9 A の 三角 形 へ 4 に 関し 、 


ど ピ C4 


ー 4 
sin( カ 4) 


sin(7,) 9) 





sin(7 ン ア ) 上 


ェ ーー 


証明 ] 


図 9 C の 様 に へ 4pC の 外 接 円 を 描き 、 そ の 中 心 を O、 半 径 を 刀 と する 。 


する と 、 ム へ 4 は O4 = O の 二 等 辺 三 角形 で 、O か ら 4 に 垂 線 を 引き 、 交 点 を 
万 と する 。 次 に 、 中 心 角 と 円 周 角 の 関係 (補遺 C を 参照 ) より 、 


7 4 = 27 ノビ 
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10 二 つ の 三角 形 の 例 。 


次 に 、 へ 4 の 万 と へり は 、 り 万 を 共有 し 、O4 = Op か つ 劉 /4 万 O = お 末 O = 
7r/2 な の で 互い に 合同 (・ 直角 三角 形 の 合同 条件 (後述 り の 一 つよ り )。 よ っ て 、 


7/40 万 = 妨 / ど 万 = ラグ 4 が (2 に 王 和 り 


これ を 用 いて 、 





4 アニ 4 万 博 刀 ニ の 4sin(7/40) 二 の sin(7 有 どり 万 ) 
= テー fsin(7/) 十 刀 sim(77/) = 2 刀 sim(7 の ) (19) 
即ち 、47/1sin(7Z) ト ー 2 避 。 /4 と / に 対し て も 同様 に し て 、 


642 、 。 5 欠 。 。 4 
sin( カ 4) sin(72/ お ) sin(/) 
よっ て 、 正 弦 定 理 の 式 (18) が 証明 され 、 更 に それ ら の 比 が 外 接 円 の 直径 (2 尺 ) に 等 し い 
だ お SU07 る 。 





3 の 91) 





ェ ーー 


証明 終わ り ] 


5.4 三角 形 の 合同 と 相似 


定理 5.5 (三角 形 の 合同 条件 ) 10 の 二 つ の 三角 形 、 へ 4 と ハム 4 で "、 は 次 の い 
ずれ か が 成立 する と 合同 で ある : 


1) 三 辺 (の 大 き さ ) が 等 し い : 
2) 二 辺 (の 大 き さ ) と それ に 挟ま れ た 角 (の 大 き さ ) が 等 し い : 
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" 内 の *、 
過 呈 4 
ヽ い 、 半 * B. ー 点 ④4) か ら の 
。 ua 7 方 向 と 距離 の 指定 
に の 1 C” の 
A. 二 点 (4'" と ) か ら の 
距離 の 指定 も 
C. ニニ 点 (4' と ) か ら の 
方 向 の 指定 
人 A" p" 


11 三角 形 を 一 意 的 に 決め る 条件 。 い ずれ も 、 す で に 一 辺 47/ は 指定 され た と する 。 A. 
点 、4′ と /、 の 各々 か ら の 距離 の 指定 。 せ . 一 点 (例え ば 4/) か ら の 方 向 と 距離 の 指定 。C. 
点 、4′/ と /、 の 各々 か ら の 方 向 の 指定 。 


二 角 (の 大 き さ ) と それ に 挟ま れ た 辺 (の 大 き さ ) が 等 し い 。 


ーー 


証明 (又は 解説 ) ] 
平面 上 の 三 点 (元々 は 自由 度 (座標 の 数 ) が 2x3 ニ 6) が 、 ど う や っ た ら 、 位 置 の 移 
動 (2 自由 度 ) と 回 転 (1 自由 度 ) (お よび 鏡 映 ( 0 自由 度 )) を 残し て 一 意 的 な 位置 関係 
を 形成 で きる か どう か を 調べ る 。*14 まず 、 2 つの 位置 の 自由 度 が ある の で 、 そ れ を 利用 し 
て 点 4′ を 固定 (ある い は 指定 ) し て し まう 。 次 に 、 回 転 の 自由 度 1 が ある の で 、 そ れ を 
利用 し て 点 4′ か ら 点 / へ の 方 向 を 固定 (ある い は 指定 ) する 。 

そう する と 、 ハ 4 と へ 4'/C/ が 、「 ま っ た く 同 じ 大 き さ & 形 」 (即ち 合同 ) に な る 
為 に は 、 ま ず 、 距 離 47 ぢ / が 距離 4 ぢ に 等 し く な る 必要 が ある 。 こ れ で 自由 度 が 更に 1 
減り 、 残 り は 、 点 〇 ′ の 位置 を 定め る 2 自由 度 ( 即 ち 、 点 C′" の えん 座標 ) の み と な 
る 。 これ を 一 意 的 に 定め る 為 に は 、 2 つの 条件 (ちあ るい は 等 式 ) を 課す 必要 が ある 。 

1) の 場合 、 点 〇 ′ を 固定 する の に 、 2 点 、4′ と 万 、 か ら の 距離 を 指定 し て いる ( 図 11 
A)。 これ に より 、 点 C' は 、 点 4′ を 中 心 と し た 半径 4C の 円 と 、 点 戸 ′ を 中 心 と し た 半 
径 PC の 円 と の 交点 と し て 固定 され る 。*15 




















*14 ここ で は 、「 ユ ー ク リッ ド 空 間 は 一 様 (場所 に よる 性 質 の 違い が な い ) か つ 等 方 (方 向 に よる 性 質 の 違い 
が な い ) で ある 」 と いう 暗黙 の 了解 (ある い は 公理 ) が ある と する 。 
*15 一 般 的 に 、2 つの 円 は 2 点 ( 図 の C′ と C ツ ) で 変わ る 。 一 方 は 、 へ 4 ぢ 〇 と まっ た く 同 じ 形 に な る 様 な 
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2) の 場合 は 、 点 C′ を 固定 する の に 4′ と 万 の うち 一 点 (例え ば 4′ と する ) か ら の 距 
離 と 方 向 を 指定 し て いる ( 図 11 B)。 具 体 的 に は 、( 点 4′ か ら 出 て ) 線 分 47/ と ヵ /4 
の 角度 を 形成 する 様 な 直線 (これ も 2 通り ある ) と 、 点 4′ を 中 心 と し た 半径 4C の 円 と 
の 交点 と し て 、 点 〇 ' を 固定 する 。 

最後 に 、3) の 場合 、 点 C′ を 固定 する の に 点 4′ か ら の 方 向 と 点 ど / か ら の 方 向 を 指定 
し て いる ( 図 11 C)。 具 体 的 に は 、 点 4′ か ら 出 て 線 分 4'7 ぢ / と /4 の 角度 を 形成 する 
様 な 直線 と 、 点 ど / か ら 出 て 線 分 47/ と 7 ヵ / ア の 角度 を 形成 する 様 な 直線 と の 交点 と し 
て 、 点 の ′ を 固定 する 。( こ の 場合 も 2 通り ある 。) 


ェ ーー 


証明 (又は 解説 ) 終わ り ] 


| 別 証明 (?) ] 

合同 な 2 つの 三角 形 で は 、 対 応 す る すべ て の 辺 の 長 さ が 等 し く 、 ま た 、 対 応 す る すべ て 
の 角 の 大 き さ が 等 し い 。 

1) で は 既に 対応 する 3 つの 辺 の 長 さ が 等 し い の で 、 余弦 定理 (定理 5.3) を 利用 すれ ば 、 
対応 する 3 つの 角 の 大 き さ も 等 し いこ と が 示せ る 。 

2) で は 、 対 応 す る 2 辺 の 大 き さ と それ に 挟ま っ た 角 の 大 き さ が 等 し い の で 、 そ こ に 余 
弦 定理 (定理 5.3) を 適用 すれ ば 、 残 り の 一 辺 の 大 き さ も 等 し いこ と が 示せ る 。 後 は 、1 ) 
と 同様 に すれ ば 、 残 っ て いる 二 角 で も 対応 する 角 の 多き さ が 等 し いこ と が 示せ る 。 

3) の 場合 、 対 応 す る 二 角 の 大 き さ が 等 し い の で 、 三 角形 の 内 角 の 和 が 7 (一 180?) で 
ある こと を 利用 すれ ば 、 残 り の 一 角 で も 対応 する 角 の 大 き さ が 等 し いこ と が 示せ る 。 あ と 
は 、 対 応 す る 一 辺 の 大 き さ が 等 し いこ と と 、 正 弦 定 理 (定理 5.4) を 用 いれ ば 、 残 っ た 二 
辺 で も 対応 する 辺 の 大 き さ が 等 し いこ と が 示せ る 。 














| 別 証明 (?) 終わ り ] 

この 別 証明 (?) は 、 そ の 上 の 解説 より も 分 か りや すく 、 エ レガ ント に 見 える か も 知れ 

な い 。 問題 が ある と すれ ば 、 そ れ が 三角 関数 の 性 質 (お よび 三角 形 の 内 閣 の 和 が 7 で ある 

こと ) に 依存 し て いる こと で あろ う 。 そ も そ も 、 三 角 関 数 が 定義 で きる の は 、 こ の 様 な 合 

同 三角 形 の 性 質 ・ 条 件 、 お よび (次 に 出 て くる ) 相似 三角 形 の 性 質 ・ 条 件 、 が あれ ば こそ 

で ある 、 と 考え る と 、 ど う も 「 巡 回 論理 」 の 匂い が する の で ある 。( た だ し 、 実際 に 定まっ 
た 辺 プ 角 か ら 残 り の 辺 ノ 角 を 求め る 際 に は 、 こ の 方 法 は 実に 有効 で ある と 言え る 。) 








へ 47 7C" を 与え 、 も う 一 方 は 、 人 へ 4 の 「 鏡 像 」 と な る 人 へ 47 刀 /C" を 与え る 。( ど ちら も 「 合 同 」 と 
呼ば れる 。) 
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A" リル 


図 12 二 つ っ の 相似 な 三角 形 の 例 。 


定理 5.6 (三角 形 の 相似 条件 ) 図 12 の 二 つ の 三角 形 、 人 4 と 人 4// の /、 は 次 の い 
ずれ か が 成立 する と 相似 で ある : 


1 ) 4p:4 ワ ジー ニーp ジ ピピ の = テ C4: ピ イ : 

2) 4: パロ / 三 C : ぢ で" か つの カ / 玉 ニカ ング (もしくは 寺 記 で 4、 及 、 で を 芝 
回 させ た 関係 式 ) : 

3) 二 角 (の 大 き さ ) が 等 し い 。 


| 解説 ] 
相似 な 図形 で は 、 形 は 全く 同じ だ が 、 大 き さ だ けが 異な る 。 平面 上 の すべ て の (閉じ た ) 
図形 は 、 複 数 の 三角 形 の 集まり 、 あ る い は その 極限 、 と し て 表す こと が 可能 な の で 、 相 似 
な 図形 の 条件 ・ 性 質 は 、 相 似 な 三角 形 の 条件 ・ 性 質 に 帰着 する 、 と いっ て も 過言 で は な い 。 
つの 三角 形 、A4pC と ハル" (例え ば 図 12)、 が 相似 な 場合 に は 、 以 下 の 性 質 が 
成立 する : 





和 有 5 戸 三 O: 有 の ニー で 4: パ 。 (20) 
7 オー カン グル 。 の 8 三 浪 2 月 。 2 の 0 三 カ 2Z07 (21) 


だ か ら 、 定 理 5.6 に 示し た 各々 の 条件 の セッ ト か ら 残 り の 等 式 が 示せ れ ば 、 そ れ は 二 つ 
の 三角 形 が 相似 で ある の に 十分 だ と 言え る 。 上 記 の 定理 5.5 の 別 証明 (? ) の 様 に 、 正 刺 
定理 と 余弦 定理 を 用 いれ ば 、 形 式 的 に 残り の 条件 を 導く こと が で きる の だ が 、 上 で 論じ た 
様 に 、 ど う も それ は 「 巡 回 論理 」 の 匂い が する 。 

一 方 、 定 理 5.5 の 証明 (また は 解説 ) で 示し た 様 に 、 上 記 条 件 を 用 いて これ ら の 条件 か 
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ら 三 角形 4//C* を 一 意 的 に 定め られ る こと は 示せ る が 、 そ れ だ け で は 、 は た し て 本 当 
に この 一 意 的 な 三角 形 が 相似 が の か どう か ? を (正弦 定理 、 余 弦 定 理 を 使わ ず し て ) どう 
や っ て 示し た ら 良 い の か よく わか ら な い 。 

そこ で 、 仕 方 が な い の で 「 次 善 策 」 と し て 、「 ユ ー ク リッ ド 空 間 (平面 ) に 内 在 的 な 性 


質 」 と し て 、 い か な る 三角 形 へ 4 ぢ ぴ C と いか な る 相似 比 z に 対し て も ( 並 進 と 回 転 (お 
よび 鏡 映 ) の 自由 度 を 除く と ) 一 意 的 な 三角 形 へ 4.。C。 が 存在 し 、 





導 月 4 月 三 0 : 有 0C/ 三 CA4:O 4。 三 1zy (22) 
7 ルオ ニ 7/4。 。 7m/ ど ジテ ニン ぢ 。 ,。 7/ ど テン /C。 . (23) 


が 成立 する も の と する 。 こ うし て お け ば 、 定 理 5.5 の 証明 (また は 解説 ) で 示し た 様 に し 
て 、 定 理 5.6 の 条件 *T? か ら 一 意 的 な 三角 形 4'/ 〇 " が 求 ま り 、 そ れ が 上 記 の 相似 な 三 
角形 へ 4.。,C。 (た だ し 、 例 えば ァ ニル //47 と 置く ) と 合同 で ある こと が 示せ る の 
で 、( 条 件 以外 の ) 残り の 性 質 も 成り 立ち 、 人 4/ 九 /O" も 人 4 と 相似 で ある と 言え る 。 
も し 誰か 、 こ の 「 次 善 策 」 も 必要 な く 、 論 理 も 巡回 し な い 証 明 法 を 知っ て いた ら 、 是 非 

教え て 欲し い 。 
| 解説 終わ り ] 


5.5 三角 形 の 内 角 の 和 
定理 5.7 三角 形 の 内 角 の 和 は 7 ラジ アン (180?) で ある 。 
中 学生 の 頃 教わっ た 証明 法 で は 、 い ずれ も 平行 線 の 性 質 を 利用 し て いた が 、 そ うす る 


と 、 次 に 出 て くる 平行 線 の 性 質 の 証明 と の 間 で 論理 が 巡回 し て し まう 。 そ こ で 、 こ こ で 
は 、 平 行 線 の 性 質 を 用 い ず に 証明 する 。 





| 証明 1] 

13 A の 様 に 、 へ 4 ぢ ぴ び に お いて 、4、 万 ど 、 ぴ 4 の 中 点 を 描き 、 そ れ ぞ れ り 、 、 
の すず ゐる 。 

この 時 、4 ヂ : り = の : 娘 (= 2 : 1) お よび は 共有 より 、 人 へ 4PO と へ り ぢ 
は 相似 、 よ っ て 、4 ピ : り / 三 2 : 1 より 、 





リル / = >40 








*16 た だ し 、 条 件 3) に 対し て は 、 二 角 に 挟ま っ た 一 辺 が 比 1 :z を 満た す と する 。 
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A. 証明 1 用 








13 三角 形 の 内 角 の 和 が 7 で ある こと の 証明 。A. 証明 1 用 。B. 証明 2 用 。 

















又 、4 ピ : ニー ぢ C : (= 2 : 1) お よび /C は 共有 より 、 人 へ 4 と ハア アピ は 相 
伺 。 よ っ て 。 4 表記 二分:1 より 、 


アル アー 54p 


これ より 、 ハ リア 太 と 人 が /C を 比べ る と 、 


り 玉 ーー 4 の O/2 
アー どの ー の /2 


よっ て 対応 する 三 辺 の 長 さ が 等 し い の で 、 ハ へ リ 末 と 人 へ 刀 C は 合同 で あり 、 


2 


のり ニア アー4/2 , 


mm ンー 禄 りお ニン だ どの (24) 
7 ー 7 が じ ど ニン の と お (25) 


次 に 、 へ 4 り 刀 と 偽り を 比べ る と 、 


4 アー 万 り = 4C/2 
の アー ア の 


2 


4 り = 太 アニ 4/2 , 


よっ て 対応 する 三 辺 の 長 さ が 等 し い の で 、 ム へ 4 り 刀 と 和信 り も 合同 で あり 、 
7/4ー ニ mm/ ン の 4 が ニカ アル の (26) 
式 (24、 25、26) を 合わ せる と 、 
7/4 十 7/ ど 十 7 の ンー 7 が / の 十 7/ が どじ 十 の ング リル お ニ / ど じ ティ 
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間 還 


証明 1 終わ り ] 


[ 証明 2] 
| 注 : この 証明 法 は 、 画 用 紙 等 で 三角 形 を 作っ て 折り 曲げ て 三 つ の 角 を 合わ せる や り 方 を 
踏襲 し て いる 。] 

13 B の 様 に 、 へ 4 に お いて 、 辺 4 と 辺 4 ど 、 の 中 点 を 描き 、 わ の 、 忌 と する 。 
更に 、 点 の D、 忌 の それ ぞ れ か ら 辺 に 垂 線 を 引い て それ ら と 辺 C と の 交点 を それ 
ぞ れ 刀 、 ご C と する 。 そ し て 、 辺 PC 上 で 点 刀 と C の 間 に 、 刀 ニア 万 と な る 様 に 点 万 
を 、Cー ビ 万 ′ と な る 様 に 点 万 ′ を 置く 。 

する と 、4 : りお = 万 戸 : 戸 ( ニ 2:1) と な り 、/ 刀 を 共有 し て いる の で へ A4 ぢ 互 
と へ 7 は 相似 、 よ っ て 、 





2 の 2880 (直角 ) 


又 、 4C: ど = で :GC 2:1) と な り 、Z〆C を 共有 し て いる の で ハム 4C 互 ′ と 
ACG は 相似 、 よ っ て 、 


7 の C 刀 74 ニー の OO アニ う (直角 ) 


即ち 、 線 分 4 万 も 4 万 / も 、 点 4 か ら 辺 PC に 引い た 垂 線 と な る の で 、 両 者 は 一 致す 
る 。 入っ て 。 
ニー 
(以後 、 こ の 点 を 表す の に 万 の み を 用 いる 。) 
次 に 、 へ リア と 人 へ 刀 戸 は 、 辺 が を 共有 し 、/ カ = ン の 末 ( ニ ィ /2) か 
つ アニ 万 刀 な の で 、( 二 辺 と それ に 挟ま れ た 角 が 等 し く ) 合同 。 こ れ よ り 、 





7 = が ンカ お 末 = ン の 戸 , (27) 
のり = カリ 万 (28) 


同様 に し て 、 人 CC と へ 万 も 合同 で ある こと が 言え る の で 、 


7 ピー 7 のど C = 7 のど 如 , (29) 
= 万 (30) 


最後 に 、 へ 4 り ど と ハム 万 り ぢ を 比べ る と 、 


4 刀 ー 選 の = ニ 万 万 , 


4 り = ニ リリ = 万 , 
辺 カ は 共有 。 
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A. 平行 線 B. 平 行 線 


14 平行 線 の 性 質 の 証明 。A.7 と // が 平行 。B.7 と // が 非 平行 。、 ど ちら に お いて も 、 〇 は 
7 と 7 と の 交点 、 そ し て CO′ は / と め と の 交点 。o と は 同意 角 。( パ ネル A に お いて ) 
と o/ は 錯 角 。 パ ネル B に お いて 、 の は 7 と // と の 交点 、y は その 角度 。 









































よっ て 、 ム 4 の と ハ 末 の ぢ は 合同 。 従っ て 、 
7/ 人 4 ニカ ン の が 4 ニカ カン の 万 (31) 
式 (27、 29、 31) を 組み 合わ せる と 、 


72 の 4 上 7/ ど 十 7 の /C ニー 7 ング 万 だ 上 妨 ノ アリ ガ ア アー 禄 ノア / 万 ニー 7 が 万 マニ ィ 


ーー 


証明 2 終わ り ] 


5.6 平行 線 の 性 質 


定理 5.8 (平行 線 の 同位 角 ) 図 14 A の 様 に 、 二 つの 直線 /、// に も う 一 つの 直線 が 
交わ る 場合 を 考え る 。 こ の 時 、 

同位 角 w と e' の 大 き さ が 互い に 等 し いこ と は 、 直線 7 と 7 が 互い に 平行 で も る こと の 
必要 十分 条件 で ある 。 


| 解説 | 私 が 中 学生 の 時 は 、 単 に 、「 直 線 7 と 7/′ が 平行 の 時 、 同 位 角 vw と o は 等 し い 」 と 
だ け 習 っ た 記憶 が ある が 、 そ の 証明 法 を 教わっ た 記憶 が な い 。 
それ で は 、 こ れ は 平行 線 に 関す る 公理 か ? と 言う と 、 平 行 線 の そもそも の 定義 は : 
「 二 つの 直線 が どこ まで 行っ て も 交わ ら な い 時 、 そ れ ら は 互い に 平行 と 呼ぶ 」 
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の ハズ で ある の で 、 は や り 、 同 位 角 に 関し て は 証明 すべ き で あろ う 。 こ こ で その 証明 法 を 考え る 。 
(上 述 の 定理 5.7 を 用 いる 。) 








[ 証明 ] 
先ず 、 直 線 7 と 7′ が 交わ る 場合 ( 図 14 B)、 そ の 交点 を り と し 、 交 わる 角度 を ? 
(> 0) と する と 、 三 角形 ACO'" カ が 形成 され 、 定 理 5.77 より 、w 十 ザキ ッッ ティ 。 一 
方 、e' 十 ニ ィ な の で 、 
oe = ニ o 二 ツイ >o 


また 、 交 点 り が oc や og の 反対 側 に ある 時 は 、 
(テー@) 十 (ケージ) キッ ティ 
より 、o 十 ザー ッ ー ニ ィ  。 こ れ と 、w 二 = ニ より 、 
oe ニ wー グ <@ 

つま り 、 直 線 7 と 7 が 平行 で な い 時 は 、 同 位 角 は 等 し く な ら な い 。 こ の 対 偶 を 取る と : 

同意 角 が 等 し い (o′ =o) 時 、 二 つの 直線 (7 と 7/) は 平行 で ある 。 

逆 に 、 同 意 角 が 等 し く な い 場 合 (つま り 、o 郊 go)、 ア ニ ィ ーg' より 、w 二 アディ ァ 。 
この 場合 、 直 線 7 ヵ の どちら か 側 に 必ず 三角 形 へ CC が 出来 、 そ の 新た な 一 点 カ に お 


いて 、 二 つの 直線 7 と / は 交わ る 。 要約 する と 、 同 意 角 が 等 し く な い 場 合 は 二 つ の 直線 が 
平行 で は な い 。 こ の 対 偶 を 取る と : 


二 つ の 直線 (7 と /) が 平行 の 時 、 同 意 角 は 等 し い (o' =o)。 





上 記 の 結果 二 つ を 併せ る と 、 同 意 角 が 等 し いこ と は 、 二 つの 直線 が 平行 で ある こと の 必 
要 十 分 条件 と な る 。 


ェ ーー 


証明 終わ り ] 


定理 5.9 (平行 線 の 錯 角 ) 14 A で 、 直 線 7 と 7 が 平行 な 時 、w と その 錯 角 o” も 等 
し い 。 


ェ ーー 


証明 | 
o の 錯 角 co は 、o の 同位 角 o′ の 対 頂 角 で ある 。 
守 理 8. より 、a 三 @  。 文 、 串 理 5 ぶ 1 より 、g 三 @" 。 
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4 4 4 人 A" 
/ / C C 
が C ぢ だ C" 
/ /" 


A. 合同 な 直角 三角 形 B. 合同 な 鈍 角 三 角形 








図 15 直角 三角 形 と 鈍 角 三 角形 の 合同 。A. 合同 な 直角 三角 形 。 せ . 合同 な 鈍 角 三角 形 。 


























Ga 一 
| 証明 終わ り | 
5.7 直角 三角 形 と 鈍 角 三 角形 


直角 三角 形 ( 図 15 A) や 鈍 角 三 角形 ( 図 15 B) で は 、 標 準 的 な 三角 形 の 合同 条件 ( 定 
理 5.5) と 一 見 異な る 条件 で も 合同 に な る 場合 が ある 。 以 下 、 そ の 証明 を 考え る 。 





定理 5.10 (直角 三角 形 の 合同 条件 ) 二 つ の 直角 三角 形 ( 図 15A の へ 4C と ハム 4 で " 
) は 、 以 下 の 場合 に も 合同 と な る : 


() 斜 辺 と 1 鋭角 が 等 し い ( 例 、 4 お = 4 お / お よび 刀 /4 オ ニン 4) : 
(ii) 舎 辺 と 他 の 一 辺 が 等 し い ( 例 、 4 ぢ = 4 ぢ / お よび 4 の = イル の り 。 


| 証明 ] 

() この 場合 、 一 つの 角 は 直角 (7。ZC = 7 = 7/2 ) な の で 、 2 鋭角 の 和 も 直角 で 
ある (7/4 十 7m/ ニル 士 7 お" ニ ァ 7/2) と わか る 。 従っ て 、 1 鋭角 が 等 し いと わ 
か れ ば 、 自 動 的 に も う 一 つの 鋭角 も 等 し いと 分 か る の で 、 三 角形 の 合同 条件 (定理 5.5) 
の (3 ) に 帰着 する 。 

(ii) この 場合 、 二 つの 直角 三角 形 を 等 し い 辺 (4C と 4C/) で 「 背 中 合わ せ 」 に し て 二 
等 辺 三 角形 を 作れ ば 、m/4 = 娘 /4′ が 言え る (後述 ) の で 、 上 記 の (i) に 帰着 する 。 
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\X 。 イ CM 。 パ C' 

6) ぢ '⑨⑰ 

A. 必ず し も 合同 と は 限ら な い 場 合 PB. 三 角形 が 一意 的 に 
定まる 場合 


16 合同 条件 (定理 5.11) の 一 般 の 三角 形 へ の 拡張 。A. 必ず し も 合同 と は 限ら な い 場 合 
せ . 三角 形 が 一 意 的 に 定まる 場合 。 





(ii) ( 別 証明 1 ) 正弦 定理 (定理 5.4) を 適用 すれ ば 、1 鋭角 も 等 し い ( 今 の 場合 、 

7 ニー 7//)) こと が 示せ る の で 、 上 記 の (i) に 帰着 する 。 
(i) ( 別 証 明 2 ) ビタ ゴラス の 三平 方 の 定理 (定理 3.1) を 用 いれ ば 、 残 り の 一 辺 も 等 し 
い (PC = で の") こと が 分 か る の で 、 三 角形 の 合同 条件 (定理 5.5) の (1 ) に 帰着 する 。 
| 証明 終わ り ] 








定理 5.11 ( 鈍 角 三 角形 の 合同 条件 ) 図 15 B の 様 に 、 鈍 角 が 等 し い ( 妨 / = 娘 / の 7) 
二 つ の 鈍 角 三角 形 、 へ 4 と 人 ハ 4//O/ 、 は 、 以 下 の 場 合 に も 合同 と な る : 


(i)′ 鈍 角 の 対辺 が 等 し く (4 = 4' ぢ )、 か つ 、 他 の 一 辺 も 等 し い (例え ば 、4C = の ')。 


| 証明 ] 正弦 定理 (定理 5.4) より 、1 鋭角 が 等 し い (この 場合 、 妨 Z = 娘 / 刀 /) こ 
と が 示せ 、 三 角形 の 内 角 の 和 が 常に r ( 王 180 り )) で ある こと より 、 も う 1 鋭角 も 等 し い 
(7/4 オ ニカ カン ル ) こと が 導ける の で 、 三 角形 の 合同 条件 (定理 5.5) の (3 ) に 帰着 する 。 

| 証明 終わ り ] 


[| 注意 ] 

一 般 の 三角 形 で 、 一 つの 鋭角 (例え ば 、 図 16 A で /Z = の 7) と 、 そ の 対辺 
(4 = 4/ 太 ) お よび も う 一 辺 (4C = 4 の?) が 等 し い 場 合 、 そ れ だ け で は 合同 と は 言え 
な い ケ ー ス が ある 。 そ れ は 、 図 16 A の 様 に 、7/ ア が 一 意 的 に 定まら な い ケ ー ス で ある 。 
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万 C 。 ぢ 一 1 時 ーー で 万 C 
A. 三 等 辺 三角 形 の 例 B. 旗 角 が 等 し い C. 底 角 の 等 し い 
こと の 証明 三角 形 


ヾ 














図 17 二 等 辺 三 角形 の 性 質 。A. 二 等 辺 三角 形 の 例 。 せ . 底 角 が 等 し いこ と の 証明 。C 〇 . 底 角 の 等 し い 三 角形 。 





ゃ 4 紀 = 4O 
この 時 、 正 蓄 定 理 で は 、 あのー ima の) より 、 


人 4 
sin(7/ 太 ) = 守 sin(7/ 〇 ) 


と な る が 、sin(7,/) = sin(rー72/) な の で 、 刀 に あい まい 性 が 生じ る 。 こ うい っ 
た あい まい 性 が 生じ な い 為 に は 、 図 16 B の 様 に 、 4C < 4 で ある 必要 が ある 。“? 
即ち 、 定理 5.10 の (ii) と 定理 5.11 の (ii)′ を 包摂 し た 、 次 の 様 な より 一 般 的 な 合同 条件 
が 成立 する : 
A4pC と AO で 、 一角 (7/Z = 7/7) と その 対辺 (4 ぢ テル) が 等 し く 、 
更に 、 そ れ よ り も 短い か 等 し い 一 辺 が 等 し い 場 合 ( 例 、4 ど = CO' < 4 ぢ ) も 、 ム へ 4 
と 人 ハ 4' 刀 'C" は 合同 で ある 。 











5.8 二 等 辺 三角 形 
定理 5.12 ( 二 等 辺 三角 形 の 底 角 ) 二 等 辺 三角 形 の 底 角 は 等 し い 。 


証明 1 ] 
図 17 A の 様 な 二 等 辺 三角 形 へ 4PC (4 = 4 の ) と その 反対 周り の 三角 形 へ 4O 


ェ ーー 























*17 ちな み に 、4 の = 4 の 時 は 、 二 等 辺 三角 形 お よび 7,/4 王 0 の 「 つ ぶれ た 三角 形 」 が 出来 て 除外 され 
る 為 、 一 意 的 に 求まる 。 
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と を 比較 する と 、 


郊 訪 語族 0 、 
4O= ニ 4 が 」 
4 は 共有 


よっ て 、 ム 4 で と へ 4 は 合同 な の で 、 当 然 、 対 応 す る 角 は 等 し く な り 、 





72/ ア ニー 74 で ニカ 4 どど ニ 娘 / ビ 


ェ ーー 


証明 1 終わ り ] 


| 証明 2 ] 
17 B の 様 に 、 底 辺 有 じ の 中 点 を D と し 、 頂 点 4 と 点 り と を 結ぶ 線 分 を 引く 。 こ 
の 時 で きる 人 ハ 4 の の と 人 4 ぴの に お いて 、 





4 = 4 の (・ 二 等 辺 三 角形 ) 
の わり = ニ の (.・ り は の 中 点 ) 
4 の は 共有 

よっ て 、A へ 4 の と 人 へ 4 ピカ は 合同 な の で 、 


7 アー 7 の 4 ジリ ニー カン /4 ピ の ニン 
| 証明 2 終わ り | 


[ 注 : な お 、 証 明 2 より 、 線 分 オカ は 、 の に 垂直 で か つ 、 ン 4 (= 4O) を 二 等 分 す 
る こと も 、 付 加 的 に 証明 で きる 。] 


定理 5.13 二 つ の 角 が 等 し い 三 角形 は 二 等 辺 三 角形 で ある 。 


ェ ーー 


証明 1 1] 
17 C の 様 に 、 三 角形 4 ぢ CO で 、 カ = 7/ の 時 、 点 4 か ら 辺 PC に 垂 線 を 
引い て その 交点 を 末 と する 。 こ うし て で きた 人 4 末 と 人 へ 4OC 戸 に お いて 、 


4 刀 お ニン 47 ど ニ う ( ・ 4 戸 は お どの 垂 線 ), (32) 
(= ニ )/4 お 末 ニカ 4 万 (= 好 / の ) (33) 
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と れれ より 、 ま た 、 
7/ ど 4 ガ ニカ カビ 4 万 (34) 





が 成り 立つ 。 更 に 、 
4 末 は 共通 (35) 
式 (32、34、35) より 、 三 角形 の 合同 条件 (定理 5.5) の (3 ) が 成立 する の で 、 人 4 万 


と へ 4C 万 は 合同 。 従 っ て 、 
4 アー 4C 


即ち 、 三 角形 へ 4 は 二 等 辺 三角 形 で ある 。 
| 証明 1 終わ り ] 


[ 証明 2 ] 
三角 形 4PC に 正弦 定理 (定理 ) を 適用 する と : 
4 ど 4 


sin(72/C) sin(7/ ぢ ) 








これ と 、7 の / ど ニ で ど より 、 
4 ニー 4C 


| 証明 2 終わ り ] 


5.9 まとめ と 例題 


以上 、 定 理 5.1 か ら 定理 5.13 の 基本 定理 を 証明 し た 。 こ れ ら お よび ビタ ゴラス の 三平 
方 の 定理 (定理 3.1)、 円 の 接線 は 半径 (また は 直径 ) と 直行 する こと (補遺 B )、 お よび 
円 周 角 と 中 心 角 の 関係 (補遺 C )、 を 組み 合わ せれ ば 、 か な り 様 々 な 定理 を 証明 で きる 。 
(以下 、 二 つ ほ ど 例 題 を 挙げ る 。) 

これ ら だ け で 解く の が 難し い 問 題 も 多く 存在 する (例え ば 、 円 雛 曲線 ( 椿 円 、 放 物 線 、 
双曲線 ) を 絡め た 問題 等 ) が 、 そ れ ら を 解く 際 に は 、 ベ クト ル や 上 座標 系 が 活躍 する (ハズ 
で ある )。 

数 学 、 と り わ け 何 学 、 の 証明 問題 は 、 い わ ば 、 論 理 的 思考 の 鍛錬 の 様 な も の で ある 。 
従っ て 、 た と え 、 証 明 し て いる 事柄 自体 が 実生 活 で 役に立た な く て も 、 そ れ を 証明 する 事 
自体 は 脳 の 取 や し と な る ハズ で あり 、 や れ ば や る 程 、 論 理 の 思考 能力 は 鍛え られ る 。 ま 
あ 、 パ ズル を 解く 様 な 軽い 気持 ち で 数 多く の 証明 問題 に 取り 組ん で みて は いか が だ ろう 
か 。( そ れ に 、 実 際 に は 、 実 生活 の 至る 所 で 役に立っ て いる も の で ある 。) 
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の 
pg と 
万 
A. 問題 用 B. 証明 用 
図 18 例題 1。A. 問 題 用 。 せ . 証明 用 。 
[注意 ] 当然 な が ら 、 一 般 に 、 一 つの 命題 ・ 定 理 の 証明 法 は 複数 個 あ り 得 る の で 、 こ こ に 挙 


げた 以外 の 証明 法 も 存在 する ハズ で ある 。 各 自 、 考 案 さ れ て も 面白 いと 思う 。 


5.9.1 例題 1 
18 A の 直角 三角 形 へ 4 (7 = ァ /2 ) で 、 斜 辺 4 ぢ の 中 点 を わり と する と 、 


作り ろ で の 


トー 1 


証明 ] 

18 B の 様 に 、 中 点 り か ら 辺 PC へ 垂 線 を 引き 、 交点 を 万 と する 。 そ の 時 、 へ 4 ソ 
と へ カ 太 戸 に お いて 、 ン ン は 共有 、 ま た 、m ン 4 = 妨 / 万 玉 ニー 7/2 より 、 人 へ 4 
と ハル 万 は 相似 。 よ っ て 、47/ : りー の : 万 2 : 1 な の で 、 


刀 ニ CO 万 
次 に 、 和 へり 万 と 人 へり O 刀 を 較べ る と : 
戸 ニ CO 万 , 
の 戸 は 共有 
m/ の 万 及  m ン の 万 りー 人 


よっ て 、 三 角形 の 合同 条件 (定理 5.5) の (2) が 成立 し 、 へ リカ 刀 万 と へ カ 万 は 合同 。 
従っ て 、 り 万 = ニー り 〇 。 更 に 、/ は 辺 4 の 中 点 な の で 、 





の ルリ リ 0O 
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B D C 1 D C 
A. 問題 用 E 


B. 証明 1 用 
19 例題 2。A. 問題 用 。B. 証明 1 用 。 




















ェ ーー 


証明 終わ り ] 


5.9.2 例題 2 
19 A の 様 に へ 4C の 一 つの 角 /4 の 二 等 分 線 を 引き 、 対 辺 PC と の 交点 を 


と する 。 こ の 時 、 
4 : 4 ゾー ジジ /: ぴ の 


を 証明 せよ 。 


ェ ーー 


証明 1 ] 

19 B の 様 に /4 の 二 等 分 線 を 更に 引き 伸ばし 、 そ の 上 で 刀 ニー 万 と な る 点 
を と る 。 す る と 、 人 ハア り 刀 は 三 等 辺 三角 形 な の で 、7 ヵ ノア 万 4 = 娘 ノ 盛 = 妨 ノ の ぢ 、 
そし て 、 ン ノビ /4 は / ぢ の 刀 の 対 頂 角 な の で 、 





72/ ど /4 ニ 7 ジリ / ニン どの 4 
また 、4 り 刀 が / ノ 4 の 二 等 分 線 な の で 、 
77/ ど 4 アー カン 4 の 


これ ら よ り 、 ム ハア 戸 4 と へ C の 4 は 相似 な の で 、4 : 4 ソニ ア 戸 :C の 。 こ れ と 、 


ど 太 ニ ど / より 、 
4 : 4 ゾ どー ジジ /: ぴ の 


ェ ーー 


証明 1 終わ り ] 
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ェ ーー 


証明 2 ] 
図 19 A の へ 4 の に 正弦 定理 を 適用 する と 、 





p の り 。 245 
sin( カ 4 の ) sin(7/ り 4) 


また 、 ム 4C/ に も 正弦 定理 を 適用 する と 、 








C パ 4C 


sin(7/C4 の ) sin(zZ ど り 4) 
今 、 妨 4 の = 浪 / ど 4 の 、 お よび 、/ ど の 4 ニャ ィ ー7/ ど の 4 より sin(7Z ど の 4) = 
sin(7x/ じ 4) と な る こと を 用 いる と 、 








4 : ノ =sin(7/ ど 4) : sim(7/ ど 4 の ) = sin(/ ど の 4) : sim(7/ ど 4 の ) = 4C :C の 


この 最 左 辺 と 最 右辺 を 用 いて 並べ 替え る と 、 





4 : 4 どー ジジ: ぴの 


これ は 正 に 求め る べき 関係 式 で ある 。 


ェ ーー 


証明 2 終わ り ] 


6 基本 図形 の 面積 ・ 体 積 の 導出 
江 澤 潔 [手書き : 2020/12/05-06: 電子 文書 化 : 2021/02/26-03/01| 


ここ で 色々 な 基本 図形 の 面積 や 体積 の 求め 方 を お さら いし て お こう 。( た だ し 、 簡 単 す 
ぎる 奴 は 割愛 。) 





6.1 正 多角 形 の 面積 


定理 6.1 一 片 の 長 さ が 7 の 正 7, 角形 の 面積 は 


7 7< 


4 モエ 。 角形 0) 記 4tan(r/) (36) 


[ 導出 法 ] 
図 20 の 様 に 、 正 ヵ 角形 に 内 接し た 円 を 描き 、 そ の 半径 を 、 中 心 を O と する 。 正 ヵ 
角形 は 、 〇 を 囲ん だ ? ヵ 個 の 二 等 辺 三角 形 に 分 割 さ れ 、 そ の 各々 は 、 例 えば 人 ハ O4」4。 
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図 20 正 ヵ 角形 の 面積 の 導出 。 こ こ で は 例 と し て ヵ ー6 の 場合 を 示し た 。 


の 様 に 、 正 ヵ 角形 の 一 辺 と 中 心 の か ら 引い た 二 つ の 半径 か ら 構成 され る 。 図 20 より 、 
AO4」4。 の 高 さ は ア 、 4104。 = 2/ な の で 、 一辺 (例え ば 本 4。) の 長 さ (=) は 


1 2 旭 
7 三 27tan (: ・ ) 三 2 刀 tan (>) 








即ち 、 
隊 / 
ー。 2tan(7/ ヵ ) 
よっ て 、 AO4」14> の 面積 は 、 
6 の 2 = WeRSGC0) 
920 3 ー。 4tan(7r/ が ) MG 
正 7 角形 の 面積 は その ? ヵ 倍 な の で 、 
4 (0) = 9 ア IS (= Ptan(z/7)) 
正 p 角形 リータ 0 _ 4tan(7/?) 9 RSNG08 


[ 導出 法 終 わり ] 


[ 注 : 上 の 最後 の 式 で 、( 及 を 固定 し て ) ヵ が 無限 大 の 極限 で は 4 , 殺 形 (0 ご ず rm 
と な り 、 円 の 面積 に 近付く 。] 
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A. 導出 法 1 B. 導出 法 2 





図 21 円 の 面積 の 導出 。A. 導出 法 1 。 選 . 導出 法 2。 ど ちら の パネ ル で も 、 足 し 合わ され る 微 
小 面 積 の うち の 一 つ を 赤い 領域 で 例示 し た 。 




















6.2 円 の 面積 


定理 6.2 半径 尺 の 円 の 面積 は 7P< 。 
た だ し ここ で 、 円 周 率 ィ の 定義 は : 


dsr (円 の 周り の 長 さ ) 
- (円 の 直径 ) 





と する 。 


| 導出 法 1 ] 

図 21 A の 様 に 、 半 径 及 の 円 を バウ ムク ー ヘ ン の 様 に 半径 7 (< 刃 ) の 同心 円 に よっ て 
多く の 薄い 輪 に 切り 分 ける と 、 円 の 面積 は せ 、 そ れ ら 潤 い 輪 の 面積 の 和 で 表 さ れる 。 そ し 
て 、 半 径 ヶ 7 (0< ヶ < 丸 )、 厚 さ 97 の 薄い 輪 の 面積 は 2z797. で 近似 で きる 。 従っ て 、 半 
径 月 の 円 の 面積 は : 


ア 
4m(⑳=/ 2777 三 7r7^ 0 当 ル 
0 
導出 法 1 終わり ] 


[ 注 : この や り 方 を 少し 変形 すれ ば 、 半径 有 ア で 中 心 角 9 (ラジ アン ) の 扇 型 の 面積 が ぅ 2 の 
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で ある こと も 導出 で きる 。] 


[ 導出 法 2 ] 

図 21 B の 様 に 、 デ カル ト 座 標 、(z,)、 を 用 いる と 、 原 点 〇 を 中 心 と し た 半径 及 の 円 
は 、z^ 十 ” 三叉 で 表 さ れる 。 こ れ よ り 、 第 一 象限 (* >0 お よび ヵ ヶ > 0) に ある 四 分 円 
上 で は 、 タ ーッ (n)() ニ V2 一 2 と な る の で 、 そ の 面積 は : 


A 
4men( め = / 9 円 (gdz=/ dzV 朋 ター の 2 
0 


0 





こと と で 、p 三 尋 eo8 の と 置く と 、 稼 三 一 Rsin の 6 の 、 ヵ ニー0 の と きり ニア /2、 ヵ 呈 兄 の と き 
9 = 0 な の で 、 

















玉 0 
4 誠 人 下 () / gzV 2ー ァ 2 ニー d9( 一 戸 sin の ) Y 2 一 ( 玉 cos の )? 
0 7r/2 


0 7/2 刀 2 
三 -/ d9 刀 2sin29 ニ / 99 一 -((1 一 cos(26) ) 
7/2 0 


ー 計 ( 3m(2 ) 


戸 * 


9 ニー ァ /2 


過 2/ 外 | 。 7 則 
デー[ ニ ー-gmn 旭 1] 一 一 10 一 -sgin0 
9 ニ 0 2 2 2 2 の 





出 
4 
0 に こ 
4 和正 ( 玉 ) = 4 x 4 語 信 由 ( 及 ) 4 x ィ ー ァ 刀 ^ 


[ 導出 法 2 終わ り ] 


6.3 雛 体 の 体積 と 面積 


定理 6.3 ( 凶 体 の 体積 ) 22 A の 様 に 、 底 面積 が 5 底面 か ら 頂点 り まで の 高 さ が ヵ 
の 雛 体 の 体積 は : 


1 
作 休 (5, = 3 り / (37) 
[ 導出 法 ] 
22 B の 様 に 、 頂 点 り か ら 底 面 へ 引い た 垂 線 と 底面 の 交点 を ご C と し 、 そ の 方 向 に 
座標 を 設け る 。 (頂点 り で ヶ > ニ 0 と する 。) そし て 、 区 間 、0 < ヶ > くん ヵ を 細分 し 、 底 面 に 
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B. 体積 の 導出 ( 側面 投影 図 ) 


22 雛 体 の 体積 の 導出 。A. 雛 体 の 例 。 赤 字 は 、 理 解 を 助け る 為 の 補助 線 お よび 交点 (C)。 
B. 体積 の 導出 (側面 投影 図 )b。 パ ネル B で は 、 足 し 合わ され る 微小 体積 (スラ イス ) の 一 つ を 赤 
で 例示 し た 。 








平行 な 平面 を と っ て 雛 体 を スラ イス する 。 す る と 、 こ れ ら の 平面 に よる 多 体 の 断面 は 底面 
と 相似 で ある *18 。 従 っ て 、 座 標 z の と ころ で の 断面 は 、 底 面 と の 相似 比 が z: ヵ で あり 、 
その 断面 の 面積 は (z/ ヵ )2? と な る 。 よ っ て 、 座 標 z 付近 で の 厚 さ 9z の スラ イス の 体積 
は 、 近 似 的 に (z/ カ 29 9z な の で 、 氏 体 全体 の 体積 は : 


2 の 0 放 のみ 0 5 





ん 
、 28 Eo 
3 | 訪 
1 
生計 / 
3 


[ 導出 法 終わ り ] 


[ 余談 ] 我が家 で は 、 私 が 小学 生 の 頃 、 こ の 負 体 の 体積 に 付く 因子 、1/3、 に つい て 、「! 何 
逆 1/2 で は な い の だ ?」「1/4 の ハズ だ 」 等 と いう 、(「 き ちっ と 導出 し よう 」 と いう 科学 
的 動機 に 欠け た ) 素人 的 な 論 争 に な っ た 事 が あっ た が 、 結 局 納得 の いく 説明 も な く 、 私 の 
心 の 中 に モヤ モヤ が 残っ た 。 こ の モヤ モヤ が よう や く 晴 れ た の は 、 私 が 高校 に 入っ て 微 積 
分 を 学ん で か ら で あ っ た 。 








*18 これ は 、 垂 線 の 〇 と 、 交 点 〇 を 通る 底面 上 の 直線 、 お よび 、 雛 体 の 側面 上 の 頂点 〇 か ら 引 いた 直線 か 
ら 成 る 直角 三角 形 (の 集合 ) を 利用 すれ ば 証明 で きる ハズ で ある 。 
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A. 下 円 氏 の 例 
B. 展開 図 


23 直 円 鈴 の 側面 積 。A. 直 円 欠 の 例 。 せ . 展開 図 。 


























定理 6.4 ( 直 円 鈴 の 側面 積 ) 23 A の 様 な 、 底 面 の 半径 が 及 、 頂 点 り まで の 高 さ が ん 
の 直 円 雛 の 側面 積 は 、rRV7 ヵ 2 十 刀 2 


[ 導出 法 ] 

23 B の 様 に 展開 図 を 書く と 、 側 面部 は 扇 型 と な り 、 そ の 半径 は 7 = V2 十 旭 2 (・ 
23 A で ピタ ゴラス の 定理 を 適用 )。 扇 型 の 中 心 角 を w と する と 、 弧 の 長 さ より 、 
cv7 = ニ 27 及 と な る 。 従っ て 、 側 面積 は : 


1 1 2 
20 アー ュ メ ーーx ピ ーzR7ーrRV 太 





[ 導出 法 終わ り ] 


定理 6.5 ( 正 多角 雛 の 側面 積 ) 24 A の 様 に 、 頂 点 が 底面 の 中 心から の 垂 線上 に あ 
る 、 底 面 の 一 辺 が /、 高 さ が ヵ の 正 7, 角 雛 の 側面 積 は 、 


(eg) 





[ 導出 法 ] 


49 











A. 正 ヵ 角 雑 の 例 B. 展開 図 


/ 


24 正 ヵ 角 雛 の 側面 積 。A. 正 ?, 角 氏 の 例 。 こ こ で は 例 と し て ヵ ー6 と し て いる 。. 展開 図 。 




















24 B の 様 に 展開 図 を 書く と 内 接 円 の 半径 月 は (定理 6.1 と 同様 に ) 


/ 
2 tan(7/7) 
側面 は ヵ 個 の 二 等 辺 三 角形 か ら 成 る が 、 そ の 各々 の 底辺 は 7/、 高 さ は (ピタ ゴラス の 定理 
より ) / ア ニー YR2 十 が 2 と な る 。 従っ て 、 側 面積 は 、 








1 1 1 
px 4 が ー= ニ pfV 互 成 ニ =p0 7[ ニ ーーー | + 選 
2 2 | /77) 


2 tan( 
[| 導出 法 終わ り ] 


6.4 球体 の 体積 と 面積 
定理 6.6 (球体 の 体積 ) 半径 肛 の 球体 の 体積 は 、 


4 
Vk 休 (7) 3 


[ 導出 法 1 ] 

25 A の 様 に デカ ルト 座標 、 (x,y, 々 )、 を 取る と 、 原点 O を 中 心 と し 、 半径 が 及 の 球体 
の 式 は 、z2 二 9? 十 2”ー ア 2 で ある 。 こ の 球体 を 様々 な > の 値 (- 及 < ヶ < 刀 ) を 取る 、 ヶ 軸 
に 垂直 な 平面 で スラ イス する 。 す る と 、 こ の 球体 の z に お ける 断面 は 、 2 十 y? = 有 ア 2ーz2 
な の で 、 半 径 YR? ー z2 の 円 と な り 、 そ の 面積 は 7r( 及 2 一 z22) と な る 。 
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A. 導出 法 1 B. 導出 法 2 ( 極座標 ) 
( 側面 投影 図 ) 


25 球体 の 体積 の 導出 。A. 導出 法 1 (側面 投影 図 )。B. 導出 法 2 (極座標 )。 








よっ て 、 を 付近 で 厚 さ が 9z の スラ イス の 体積 は 、 近 似 的 に 、z( 有 アー 22) 9z で 与え ら 


れる の で 、 球 体 全体 の 体積 は : 
ッ ー ア 
0。 /20 い 1 4 。 
還 E は に (- 認 りー 


[ 導出 法 1 終わ り ] 


双 


Vs 人) り 


| 
(アー の dz 王 7 (a ー 3 
3 





| 導出 法 2 ] 
図 25 B の 様 に 極座標 、(7,9. の ) (0 <7 ヶ 、0 く の < 、0< の <27) を 用 いる と 、 





ーー 


アー (の, の 2) 三 (7 sin の cos の , 7sin の sin の , 7 cos の ) 


と な り 、 ヤ コ ビ ア ン (Jacobian) は 、 





の 信 の 交 あみ sin 9 cos の Sim の sin の cos9 
ー| 放 パ | デ | 7cos の cos の rcos の sin み ysin の 
9 の の の ああ ー7sin の sin の 7sin の cos の 0 
sin の cos の sin の simn の cos の 
ー ィ 2sin の | cos の cos の cos の sin の 一 sin の 


ー sin の COS の 0 


ここ で 、|47| は 、 行 列 47 の 行列 式 を 表す 。 こ の 最 右 辺 の 行列 は 、 実 は 直行 行列 と な っ て 
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4 
sin 


る 








A. 導出 法 1 ( 断面 図 ) 


B. 導出 法 2 ( 極座標 ) 
図 26 球面 の 面積 の 導出 。A. 導出 法 1 (断面 図 )。B. 導出 法 2 (極座標 )。 
































お り 、 行 列 式 は 1 で ある の で 、 結局 、 
の (, の, 2) 


ーー テー テー で て ーー が“ Sin の 


の (7,9, の ) 
と な る 。 こ れ と 、 図 25 A の 球体 は 極座標 の 領域 、,:< 及 、0< く の 9< ィ 、0< く の <27 、 
で 表 さ れる こと を 用 いる と 、 そ の 体積 は 以下 の 様 に 計算 で きる : 


vo=/ みた w/ 第 名 -/w/w/ oe 7 sin の 


刀 旭 27 73 し 0 
=/ r / mn92 / の の =ー 同 
0 0 0 9 
4 


三 ュ 7 だ 








x [- cos に 5 x 27 





ァ 三 0 


( 注 : この 式 変形 中 の 第 一 等 式 の 右辺 の | …| は 単に ・…・ の 絶対 値 を 表す 。) 
[ 導出 法 2 終わ り ] 


定理 6.7 (球面 の 面積 ) 半径 丸 の 球面 の 面積 は 、 


4 半面 ( 玉 ) = 47 反 2 




















[ 導出 法 1 ] 
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半径 ア 十 9 の 球体 の 体積 は 、Vkk( ア 二 0) = (表地 )3 と な り 、 そ れ と 半径 表 
の 球体 の 体積 と の 差 は 図 26 A で 、 薄 い 「 殻 」 部 分 (断面 が 赤色 ) の 体積 な の で 、 概 ね 、 
4 計 斬 ( 久 ) x 9 朋 と な る こと か ら 、 






































g @ /4 
4wa( の = Ve(0 あし Pr 中 


[ 導出 法 1 終わ り ] 


| 導出 法 2 ] 

極座標 を 用 いて 、 26 B の 様 に の 付近 の 幅 99 の 帯 の 面積 を 考え る と 、 そ れ は 、 直 
径 及 sin の 9 の 円 と (それ に 直交 する ) 59 の 「 幅 」 部 分 (表側 が 赤色 ) か ら 成 る の で 、 
27 有 sin の x 99 = 27 丸 2 sinm 999 。 従 っ て 、 全 体 で は 、 























4 計 軍 ( 及 ) = / 272 sin 9 = 2772 [ー cos 6 こ ) = 47 太 2 


[ 導出 法 2 終わ り ] 


6.5 7 次元 超 球体 
定理 6.8 (⑦⑰ 次 元 超 球 体 の 「 超 体積 」) 半径 及 の ヵ 次 元 超 球 体 の 「 超 体積 」 は 、 


./2 
0 ( 誠 ニ ーー ニー ー、 玉 " 
慰 人 ) T(# 十 1) 


ここ で T(z) は ガン マ 関 数 (定義 お よび 性 質 は 補遺 D を 参照 )。 





[ 導出 法 ] 
7 次 元 ユ ー ク リッ ド 空 間 で の 極座標 、 ( 如 」, の この] (0 Sc 7 , に く 旭 、 
0 < ゅ < 27) を 次 の 様 に 設定 する : 


っ (7sin…・sin の 2 cos の, 7 sin の 」…・sin の 。_ っ Sim の , 
RI061。 和 0 も 8 
7cos の 」 sin の sin の,。_2。…, 7 Cos の,。_s sin の 。_ っ 7 Cos の >) 


そし て 、 定 理 6.6 の [導出 法 2| と 同様 に し て 、 


9 




















9 ひ 
ューー ル 
89 
960 決 PP を YE の 7 ーー り 
87,,… の 9。_2, の ) 本 
2 2 か 、 7 ん 2 ひ 
96。。 ル 
内 
25 
(7sin の …sim の >) x (7sin の 3…・sim の 2) Xーx (7sin の 2) x7X(7sin…・sin の._2) ※ 
と 
66」 
レ . 
7 
6 ぁ 
ここ で 、 ら @ 、@9」、-… 66。-。 ふ 6。 は 、 そ れ ぞ れ 極 座標 7 、 So この が 旧 末 坊 





向 の 単位 ベク トル で ある 19、 今 NN it 
で 、 それら を 並べ た 行列 は 、 行 列 式 が 土 1 と な る 。 従っ て 、 


の (の ュ , 2 sp 


9 の (7, の , .…, の カー | 


・sin の 。_5) X (7sin の 3…・sm の .。_2) Xー (7sin の >) x7X(7simn 久 sin の ,_ ぅ ) 





3 sin の 。・・ 


ーー ト xsin9 の 」x (sin の )2x…x (sin の 9_ 25) 


従っ て 、? 次 元 超 球 体 の 「 超 体積 」 は 、 以 下 の 様 に 計算 で きる : 
(TS) 


2 アア 旭 
4 // の 0 
Ve(f 人 軸 9 2 の (7, の の っ の) 
2 アア 旭 
リィ NN み / e/ Sin の 0」 ・・ / (sm の,_5)"ー229。_ 5 
0 0 


人 
ニー ニー ※2※ 所 らち メ ッッ ズム こう (38) 
7 














*19 具体 的 に は 
@ 三 (sin 9 の ・・sin の 。_ 2 cos の , sin 6] ・・sin の 。_ っ sin の , …, coS の 。_2) , 
eg」 三 (cos 9」 cos の , cos 6」 sin の , 一 sin 9」, 0,……,0) , 
eg,_。 三 (sin 9」…・sin の 。_s cos の,_ 2 cos の , sin 9 の 1 ・sin 9 の 。_s cos の 。_ 2 sin の , ……,cos。_s cos の 。 2 一 Sin の 。_2) , 


6。 三 (一 sin の , cos の , 0 …, 0) 
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た だ し ここ で 、 刀 学 応 (sin の *d9 と 置い た 。 
この は 次 の 様 に し て (2 通り の 方 法 で ) 求め られ る 。 ま ず 、? = cos の と 置く と 、 
8 ニーsim ひ お よび sm の (1 だ) な の で 、 


d の 
ー1 ーー1 な ー1 N な ー エ 
な =/ (の G- の =/ dG- の 后 ニ ッ リ g(1ー ダ ) 
1 U 


(解法 1) p ヵ ニ ぴ と 置く と 、#ー ァ p? お よび 学 一 2 な の で 、 


1 
阪和 の (1 一 の ) ” =2/ の (1 の テ トー12 
0 0 2 


pg (DF 





2 
“人 T( づ 十 1) 
ここ で 、T(z) と ガ (z,9) は それ ぞ れ ガン マ 関 数 と ペー タ 関 数 と 呼ば れ 、 そ れ ら の 定義 や 


主 な 性 質 は 補遺 D に まとめ て ある 。 
(解法 2) s ニ (1 十 の /2 と 置く と 、1 一 gs= ニ (1 一 の /2 で ある の で 、 


1 1 8 
= 有 故人 一 お) 生 - = / 2ds 2s x 21 一 5)1 7 
ー1 0 


| を 十 1 十 1 1 
ー oz 5 ー ー っ oz ー ok 2 
誠人 571ー93 ーーー 人 こ 当 T( を 十 1) 
x に 関す る これ ら 二 つの 解 は 、 見 た 目 は 異な る が 、 同 等 で ある *2⑳。 そ こ で 、( 解 法 1 ) 


の 解 、 即 ち 、 
(リト) 


7 に 2 
8 T(#+1) 





*20 ( 解 1) = ( 解 2) の 証明 は 、 以 下 の 関 係 式 を 示す こと に 帰着 する : 


r(3) xTe+ リ ニタ xr (ーー ) %T( 3 す 1) 


補 遣 D より 、T(#』) ニ Vr 、T(& 二 1) 王 記 、 そ し て 、 


r( 人 うり) = ラー ぁ VT (% ニ 2m) 
2 


( 号 ) (&=2m 二 1) 





お よび 
本 6 1) ($⑧) (= 27) 
を は </ 抑 (% 王 2m 十 1) 


これ ら を 見 比べ れ ば 、 上 記 の 関係 式 が 成り 立つ こと が 分 か る 。 
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を 式 (38) に 代入 する と 、 








oo 奄 。、 FT⑧ 、r⑧ 、 re 
9 ーー メタ WO KTEG+0 TrG+9 ) Tr(13 
人 X 277/ 2 X 6) ーー 本 7 (人 7 
TFC +1) まう xT③) 『 ほ +1) 


[ 導出 法 終 わり ] 


実際 、 例 えば 、 ヵ = 2 の 時 は 2 次元 の 円 の 面積 に 相当 し 、 











2/2 
(2) ー 人 旬 8 山 ほほ の p2 
OMEICEStgu Tr② に 1 0 
又 、 ヵ 3 の 時 は 、 三 次 元 の 球体 の 体積 に 相当 し 、 
3/2 3/2 4 
(3) 人 。。 半 3 3 
1/ 旭 ニー ラテ ーー 尼 " 三 誠志 厨 穫 上 
ドリ ー エ (本) 3/ 古 。 3 


よっ て 、 ど ちら の 場合 も 我々 の よく 知っ た 公式 に 帰着 する 。 


定理 6.9 (? 次 元 超 球 体 の 「 超 面積 」) 半径 及 の ? ヵ 次 元 超 球 体 の 「 超 面積 」 は 、 





7/2 
(%) 表明 員 7 一 
4 人 k(⑳ = と ⑧" 1 
2 
| 導出 法 ] 
定理 6.7 の | 導出 法 1 ] と 同様 に し て 、 
の 


(の ) ーー (%⑳) 
4 の = (6) 


[ 導出 法 終わ り ] 
[ 注 : ] 補 遣 で は 、 こ れ を 違う (も っ と 簡単 な ) や り 方 で 導出 する 。 
7 一 般 化 され た スト ー ク ス の 定理 


江 澤 潔 [手書き : 2020/12/07-10: 電子 文書 化 : 2021/03/01-07] 
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「 理 論 物 理学 に お ける 普遍 的 で か つ 重 要 な ツー ル を 3 つ 挙 げ よ 」 と 問わ れ た ら 、 私 な ら ば 





1、 変 分 原理 
2、 次 元 解析 
3、 一 般 化 され た スト ー ク ス (Stokes) の 定理 


の る で ある ろう 。 

変 分 原理 の 重要 さ は 説明 する まで も な か ろう 。 実際 、( 古 典 力学 に お ける ) ニュ ー ト ン 
(Newton) の 運動 方 程 式 、( 電 磁気 学 に お ける ) マッ クス ウェ ル (Maxwell) の 方 程 式 (の 
半分 )、( 一 般 相 対 性 理論 に お ける ) アイ ン シ ュ タイ ン (Einstein) 方 程 式 、( 量 子 力学 に お 
ける ) シュ レデ ィ ン ガ ー (Schrodinger) 方 程 式 、 は どれ も 、 適 当 な 作用 ( 汎 ) 関数 に 変 分 
原理 を 適用 する こと に より 導き 出さ れる 。 そ し て それ は 、 更 に 基本 的 な 理論 、 即 ち 、 量 子 
力学 も し く は 場 の 量子 論 、 の (ファ イン マン (Feynman) に よる ) 経路 積分 を 用 いた 表現 
に よっ て 裏打ち され て いる 。 ま た 、 熱 力学 の 第 一 法則 (つま り エ ネル ギー 保存 則 ) か ら 導 
ける 数 々 の 数 式 も 、 あ る 種 、 変 分 原理 の 様 な も の で あり 、 そ れ は 統計 力学 の 分 配 関数 等 の 
経路 積分 的 表現 に より 裏打ち され る 。 更 に は 、 幾 何 光学 に お ける 光 の 経路 を 求め る 際 に も 
変 分 原理 が 用 いら れる が 、 そ の 土台 に は 波動 光学 に お ける ホイ ヘン ス (Huygens) の 原理 
が ある 。 つ まり 、 物 理学 に お ける ほとん ど 全 て の 基本 方 程 式 は 、( 更 に 基礎 と な る 量子 論 
や 流動 光学 に 裏打ち され た ) 変 分 原理 か ら 導 ける の だ 。 

次 元 解析 は 、 物 理学 に お ける 普遍 定数 、| 例え ば 、 真空 の 光速 度 c (一 約 3 x 1097 ヵ /s)、 
プラ ンク (Planck) 定数 ヵ ( 三 (忘れ た ) zg・72/s)、 ボ ルツ マン (Boltzmann) 定数 z ぉ 
(ー 1.38 x 10-22%g・7m2/(s2・ 刀 ) )、 素 電荷 e ( 王 1.6 x 10~-*" クー ロン (Coulomb) ) 、 
重力 定数 C (一 (忘れ た ) 7 ヵ ?/(zg・52))、 等 々 ]、 お よび 扱っ て いる 系 に 特徴 的 な スケ ー 
ル (例え ば 長 さ や 質量 等 ) か ら 、 そ の 系 に 典型 的 な 力 、 速 度 、 運 動 量 や エネ ルギー 等 の ス 
ケー ル (例え ば 水素 原子 の 半径 や 吸光 スペ クト ル 等 の 大 雑 把 な 値 等 ) を 概算 する 方 法 で あ 
る 。 そ の 様 な スケ ー ル は 普通 、 方 程 式 を 解く 際 に 抽出 で きる も の で あり 、 方程式 の 解 の 
細々 と し た 部 分 を は し ょ れ ば 、 大 抵 、 そ の スケ ー ル を 用 いて 系 の 振る 舞い は 大 雑 把 に 記述 
で きる も の で ある か ら 、 こ の 次 元 解析 で 大 体 の 見 当 は つけ られ る 。 も し も 、 実 験 な ど に よ 
る 観測 値 が 次 元 解析 に よる 見 積もり 値 を 大 きく 外れ た 場合 (例え ば 何 桁 も 大 きか っ た り 小 
さか っ た り し た 場合 、 そ こ に は これ まで に 考え て いな か っ た 「 何 か 新しい ? も の ”」 が 関 
わっ て いる 、 即 ち 、「 新 し い 物 理 」 に 出くわし た 可能 性 が 出 て くる *21。 又 、 次 元 解析 等 を 


















































*21 例え ば 、 原子 核 中 で 働く 「 強 い 力 」 と 「 弱 い 力 」 は 、 当時 は 唯一 知ら れ て いた ミク ロ の 理論 、 量 子 電磁 力学 
(QED)、 か ら 概 濾し た 値 よ り も 相互 作用 が 「 強 い 」 場合 と 「 静 い 」 場 合 に それ ぞ れ 対応 する と 思わ れる 。 
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用 いて 測定 する 物理 量 を 常に 大 ま か に 見 積もる 癖 を つけ て お け ば 、( 悪 い 意味 で ) 常識 は 
ずれ な 「 ト ン デ モ 理 論 」 を 提唱 し て し まう リス ク も 大 幅 に 減ら せる 。 こ うい っ た 意味 に お 
いて 、 次 元 解 析 は 、 単 純 で 素朴 な が ら も 非常 に 強力 か つ 普 遍 的 な 物理 の ツー ル に 名 を 連ね 
る 資格 が ある 、、、 と 私 は 思う 。 

3 番目 に 挙げ た 「 一 般 化 され た スト ー ク ス (Stokes) の 定理 」 と いう 名 を 聞い た こと 
の ある 人 々 は ひょっと し た ら そ れ 程 多く は な いか も 知れ な い 。 し か し な が ら 、 物 理学 を な 
り わ いと し て いる 人 間 で あれ ば 、 そ の ほとん どす べ て が その 特殊 ケー ス の お 世話 に な っ た 
こと が 少な く と も 一 度 は ある ハズ で ある 、 と いう くら い 普 遍 的 な 定理 で ある 。 それと いう 
の も 、 こ の 「 一 般 化 され た スト ー ク ス の 定理 」 は 、 そ の 特殊 ケー ス と し て 、 以 下 の も の を 
含む か ら で あ る : 








(1 ) スカ ラー 場 (例え ば ゅ ) の 勾配 (gradient)、grad の = マ ゅ 、“22 に 関す る 、 多 次 
元 版 の 微積分 の 基本 定理 : 

(2 ) ベク トル 場 (例え ば 4) の 発散 (divergence)、div オー ニー マ ・4、 に 関す る ガウ ス 
(Gauss) の 定理 : 

(3 ) ベク トル 場 の 回 転 rotation)、rot オニ マ >x 4、 に 関す る (狭義 の ) スト ー ク ス 
の 定理 : 

(4) 二 次 元 ベク トル 場 に 関す る グリ ー ン (Green) の 定理 : 

(5) 複素 平面 上 の 関数 に 関す る 複素 関数 の 基本 定理 と 留 数 定理 。 








実際 、 物 理学 の 基本 方 程 式 の ほとん ど 全 て は 、 こ れ ら の うち の 少な く と も 一 つ を 構成 要 
素 と し て いる 。 そ し て また 、「 一 般 化 され た スト ー ク ス の 定理 」 自体 は 、 座 標 系 の 取り 方 
に も 依ら ず 、 ホ モロ ジー や コホモロジー と いっ た 位相 幾何 学 (トポロジ ー) に お ける 重要 
な 概念 と も 直結 し て いる の で 、( 超 弦 理 論 等 を 含む ) や や 数 学 よ り の 理論 物理 学 で も 重要 
な 役割 を 果たし て いる (ハズ で ある )。 

「 一 般 化 され た スト ー ク ス の 定理 」 自身 を 証明 する に は 、 か な り の 数 学 的 な 準備 を 要 す 
る の で ここ で は 割愛 する 。 (興味 ある 方 々 は 自分 で 調べ て 欲し い 。) その 代わ り に 、( 一 応 
形式 的 に ) 定理 を 紹介 し た 後 で 、 そ の 幾つ か の 特殊 例 の いさ さか 直観 的 な 導出 法 を 説明 
する 。 














"22 LaTeX で は 、(3 次 元 ) ベク トル 型 微分 演算 子 、 ナ ブラ (nabla) 堂 ( 基 , 募 , 務 ) を 表現 する た め の 
記号 、V、 が 利用 可能 で ある 。 し か し な が ら 、 こ の 学習 ノー ト で は 、 ベ クト ル を 文字 の 上 の 矢印 で 表現 し 


て いる の で 、 首 尾 一 貫 さ せる た め 、 我 々 は ナブ ラ 演 算 子 を ママ と 表記 する こと と する 。 
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定理 7.1 (一 般 化 され た スト ー ク ス の 定理 ) か 次元 空間 (多様 体 ) 中 の ? ヵ 次 元 の 閉じ た 
領域 月 ( 注 : 半径 で は な い ! ! ) が あり 、 そ の ( ヵ ー1 次 元 の ) 境界 を 97 と 表記 する 。 
また 、 そ の 次 元 空間 上 で 定義 され た ( ヵ - 1) 次 の 微分 形式 を F その 外 微 分 を df と す 
る 。(df は ヵ 次 の 微分 形式 。) これ ら の 間 に は 次 の 関係 が 成立 する *2? : 


/ gw-/ ド 
丸 9 


ここ で は 、 こ の 証明 は 与え な いし 、 如 何 に し て 特殊 例 (1 ) ~ (5) が この 定理 に 含ま 
れる か も 示さ な い 。 代 わり に 、 特 殊 例 の ( 主 に ベク トル 場 を 用 いた ) 具体 的 な 形 と 、 そ の 
MKCAM 

三次 元 空間 の 場合 、 デ カル ト 座 標 、(z, yz)、 を 用 いて 、 ス カラ ー 場 の と ベク トル 場 
オニ (4。, 4 4/) 人 








e 勾配 (gradient) は 、 grad の = テ の 0 (あの 計 の あめ の : 
def 


e 発散 (divergence) は 、 div オー マ ・4 崇 4。 十 ん 二 基 4。 : 











< 回転 (rotation) は 、rot オー マ x4 宝 (る 区 を 4。- 電 4 地 44- あ 4。) : 
で ある 事 は 用 いる の で 、 こ こ に 記し て お く 。*24 
7.1 特殊 ケー ス と その 証明 導出 
定理 7.2 (3 次 元 版 の 微積分 の 基本 定理 ) 三次 元 空間 上 で の 二 点 、 刀 」 = (Zi,,z1) と 





CO」 


> 三 (z2,95, 22)、 を 結ぶ 任意 の 線 を 7( 及 」, 尽 。) と する ( 図 27 A) と 、 任 意 の 三次 元 ス カ 
ラー 場 の ( 忌 ) に 対し 、 次 式 が 成立 する : 








ーー ーー 


/ gg.9e(⑰=e()-e 誠 ) G9) 
(2 ) 


ンー 
ヽ \ー 


こ で 、g= (XY,d め 2Z) は 線 7( 戸 ,, 戸 ) に 沿っ た 線 素 で ある 。 
[ 注 : これ は 容易 に 次 元 に 拡張 可能 で ある 。] 





*23 ここ に 登場 する 積分 は 一 般 に (閉じ た 領域 上 の ) 多重 積分 で ある が 、 単 一 の 積分 記号 を 用 いて 表記 し た 。 
多重 積分 で ある こと は 、 積 分 領域 を 積分 記号 の 右 下 に 明記 する こと に より 了解 され た も の と する 。 


"24 ここ で 、 ベ クト ル 演 算 子 、 マ 堂 ( 電 , 墓 , 務 )、 は ナブ ラ (nabla) と 呼ぶ 。 脚 注 *22 も 参照 











59 














9$ 
/ / ア 
玉 R, 
A. 設定 例 B. 「 積 分 領域 」 の 変形 


27 3 次 元 版 の 微積分 の 基本 定理 。A. 設定 の 例 。 線 素 @ ぢ の 例 は 赤 で 示し て いる 。B. 特異 
線 が 阻ま な い 限 り 、「 積 分 領域 」/( 局 」, 選 >) は 自由 に //( 戸 」, 戸 >) に 変形 で きる 。 い ずれ の パネ ル 
も 、 線 7( 民 」, R。) (も し く は 7( 戸 」, 戸 。)) は ! (も し く は /) と 略記 し た 。 


ェ ーー 


証明 ] 
任意 の 三次 元 ス カラ ー 場 の ( 忌 ) に 対し 、 常 に 、 


っ っ ー の ひ / の の ひ / り の ひ の ひ / の の ひ / の の ひ / の の / の 
ッ * ツ (みとり - と (みり あみ ( り - (みり な し g り と しり 


(0.0. UI 





が 成立 する の で 、 後 述 する (狭義 の ) スト ー ク ス の 定理 に より 、 二 点 、 戸 」 一 (21,。 る 1) 


と 玉 。 = (Z2,95, 22)、 を 結ぶ 二 つ の 線 、7( 戸 」, 肛 。) と /( 戸 , 刀 。)、 に 対し て 、 


/ gr.9e⑳ ニ / ge の 

7(」 , 玉 > ) 7( 戸 , 戸 2 ) 

が 、 こ の 二 線 の 間 を 特異 点 (正確 に は 「 特 異 線 」) が 阻ま な い 限 り 、 成 立 す る ( 図 27 B)。 
よっ て 、7/( 戸 」, 刀 。) と し て ( 注 : 変化 する 座標 は 下線 で マー ク す る )、 





() (zi, 娘 人) か ら (Zs,, 1 ) まで の 直線 ( 線 分 ) (d%= (gz,0,0)) : 
(0 (Zs, 婦人) か ら (Zs, 21) まで の 直線 ( 線 分 ) (d%= (0,,0)) : 
(i) (Zs,%, 2) か ら (Zs,9。, 2) まで の 直線 ( 線 分 ) (q= (0,0,>)) 


か ら 成 る 折れ 線 を 選ぶ と 、 





























B. 再 方 体 の (x = 一定 ) 面 
































































































































で の 嘱 面 図 
SM [2Rj] 
C. 境界 を 一 部 共有 する D. 三方 体 の 集合 に よる 
ニニ つの 三次 元 領 域 領域 の 近似 ( 断面 図 ) 


28 三次 元 版 ガウ ス の 定理 と その 直観 的 導出 。A. 設定 例 。 三 次 元 領域 月 は 灰色 の 領域 で 、 そ 
の 法 線 ( 宮 ) の 例 は 赤い 矢印 で 、 ベ クト ル 場 (4) は シア ン の 矢印 で 示し た 。 忌 . 刀 が 直方 体 の 時 
(z 三 (一 定 ) 平面 で の 断面 図 )。(z 軸 は 紙面 に 垂直 上 むき 。) 〇 . 二 つ の 領域 、」 (オレンジ) と 
及 > ( 青 )、 が 境界 を 一 部 共有 する 時 。D. 直方 体 の 集合 に よる 一 般 の 領域 (灰色 ) の 近似 (z =( 一 
定 ) 平面 で の 断面 図 )。 赤 い 太 線 が 、 近 似 領域 の 境界 。 












































2 2 92 2 る 2 2 
=/ 27/ >) +/ 79 ニー の (2, 人 の , る ) +/ 2 一 の (Z2, 92, る) 
6/ の Oy 門 の 


ー {の (2,91 1) 一 の (Z1, の 1)) 十 人 の (2,92, 1) 一 の (2, の) 1)) 
十 {@(z2, 92, 22) 一 の (Z2, 92 る 1) ナ 


ー の (Z2,92, 22) 一 の (る) 信 @(5。) 還 % 記 )) 


も し も 半 つ か の 特異 線 が 7( 選 」, 刀 。) の 近傍 に ある 時 は 、 そ れ ら 特異 線 を 避け る 様 に 
/( 記 」, 戸 。) を 幾つ か の 小区 間 に 細分 し て 、 各 小区 間 ご と に 上 記 の 証明 を 施せ ば 良い 。 
証明 終わ り ] 


ェ ーー 


定理 7.3 (3 次 元 版 の ガウ ス の 定理 ) ( 図 28 A の 様 に ) 三次 元 空間 上 で 定義 され た ベク 
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トル 場 4( 尺 )、 三 次 元 の 領域 を 及 、 そ の 境界 を の と する と 、 


た eee 9-40 ニ // gg か 4 (0) 


こ で 、 旭 ニー (Z, ゆめ 2)、99 は 97 の 面 素 、 は 9 の 7 に 対す る 外向 き 法 線 。 
[ 注 : これ も 容易 に ア 次 元 に 拡張 可能 で ある *25 。] 


[ 直観 的 導出 ] 
先ず 、 図 28 B の 様 に 、 三 次 元 領域 月 と し て 、 


OO | その 2 そり る 19, 2 そそ ク 5 











と な る 直方 体 を 取る 。 す る と 、 そ の 境界 の は 、 次 の 6 面 の 長方形 か ら 成 る : 
5」。 : ZZ ニ ぅ , (yz の 定義 域 は R と 同じ ), 豆 三 ( 十 1, 0, 0) 
5_。 : ZZー」, (yz の 定義 域 は R と 同じ ), 如 ニ (一 1, 0, 0) 
5」。 : 9 テニ), (x, zZ の 定義 域 は R と 同じ ), = ニ (0, 十 1, 0) 
5_。 : 9 三 必 , (x, z の 定義 域 は R と 同じ ), 評 三 (0, 一 1, 0) 
5」。 : タ ヶ ニク?, (x, y の 定義 域 は R と 同じ )、 婦 ニ (0, 0, 十 1) 
5_。 : 々 ヶ ニ ググ 」, (x, y の 定義 域 は R と 同じ ), 紀 ニ (0, 0, 1) 





これ より 、 


454 の 
= た 陸 二 8 5 ww(ー 4 た 隊商 リル zzl(-4。) 
7 ん wee リ た |2z|(-4。) 
に ゅ た dz{4。(X5, め の ー 42( パ の の ja/ ぁ た 442, 44( ゅ 。 匠 2 の) 


+ 昌 た 0 の 020 (41) 
| 
上 式 で 、( 普 通 の (一 次 元 の ) 微積分 の 基本 定理 を 適用 し て ) 


4。(Y め の ー4。( リ ジー" gg 才 4。( ァ の の 
4 (Z,Y2。 る ) 還 (2 を) 語 1 2// 4(Z, め の 2) 2 
4。(Z,9, の 5) 一 4。(Z, ヶ , の) = の d 朝 42(?, め る ) 





2 





*25 一 般 化 され た スト ー ク ス の 定理 の 文脈 で は 、 こ こ に 登場 する ベク トル 場 4( 忌 ) は 、 実 は 、( - 1) 次 の 
微分 形式 (ある い は その 共役 型 ) で ある 。 
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と な る の で 、 こ れ を 式 (41) に 代入 し て 、 


放 た 2 コト 2 ロキ ンチ 2 お 
の Wa 細 (42) 


即ち 、 刀 が 直方 体 の 時 の 式 (40) は 、 厳 密 に 成立 する 。 

次 に 、 図 28 C の 様 に 、「 隣 り 合っ た 」 三次 元 領域 有 」 と 月 。 を 考え 、 そ の 共通 の 境界 
を の 如 」 ぅ と 表す と 、 2 . ぅ に お ける 刀 」 か ら の 外向 き 法 線 ( 記 |。) と 8 か ら の 外向 き 法 線 
( 齋 。) は 、 互 い に 逆 向き で ある の で 、9 尺 」 > 上 で は 、 











豆 ・4a 二 琶 ・4|。 テニ 0 (43) 
と な る 。 図 28 C より 、( の 2。 の み の 境 界 成分 を [9 及 計 * (た = 1,2) と 記す と )、 


の 束 」 = |9 戸 人 * 十 9」 ぅ 2 , 
の > = |97。 ド 十 9fp」 5 


7/ 0 Py ・4l。 (を =1.2) 
胡 。 [9 * の 刀 」 > 


より 、 刀 」 と 戸 。 を 合わ せ た 「 複 合 領域 」、 尋 」 U 月 2、 で は 


リル モリ / リ オ ォ // 仮 .4a+ か 4 
刀 1U 刀 っ [9 の]* 6 夫 " の 刀 1 2 


ここ で 、 式 (43) を 用 いる と 、 右 辺 の { } の 中 身 は 消え る の で 、 


ルリ に に この 
刀 ]U 刀 > [9 丸 1|*U[9 戸 >]* 


と な る 。 28 CO より 、 刀 1U 刀 > の 境界 は |97TUI の 8? で 与え られ る 、 即 ち 、 の ( 避 」 り > ) 主 
[2A]* U [の |* と な る こと が 分 か る の で 、 上 式 は さら に 変形 で き て 、 


0 
刀 1U 戸 っ の ( 及 」 り 2 ) 


即ち 、「 複 合 領域 」、 刀 」 U アア 。、 に 対し て も 定理 が 厳密 に 成立 する こと が 示せ た 。 
こ で 任意 の 三次 元 領域 有 を 考え る 。 月 を 図 28 D の 様 に サイ の 目 切り に し 
微小 な 直方 体 (も し く は 立方 体 ) の 集合 で 近似 する と 、 上 記 二 つの 結果 か ら 、 そ の 近似 
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C. 境界 を 一 部 共有 する D. 境界 を 完全 に 共有 する 
ニニ つの 二 次 元 領域 ニニ つの 二 次 元 領域 
図 29 狭義 の スト ー ク ス の 定理 と その 直観 的 導出 。A. 設定 例 。 二 次 元 領域 月 は 灰色 の 領域 で 、 
その 線 素 (4 の 例 お よび 法 線 ( 記 ) の 例 は 赤い 矢印 で 、 ベ クト ル 場 (4) は シア ン の 矢印 で 示し 
た 。B. 二 次 元 領域 肪 が ヶ ニ グ 平 面 上 の 長方形 の 時 。(z 軸 (一 忌 ) は 紙面 に 垂直 上 向き 。) C. 
二 つ の 二 次 元 領域 、 朋 」 (オレンジ) と 刀 。 ( 青 )、 が 境界 を 一 部 共有 する 時 。D. 境界 (9 ひ 丸 ) ( 黒 


と 灰色 の 太線 ) を 完全 に 共有 する 二 つ の 二 次 元 領域 、 朋 ( 赤 ) と 忌 ( 青 )。 朋 と 刀 に よっ て 囲 
まれ た 三次 元 領域 を と 記し た 。 











































































































し た 領域 に 関し て は 定理 が 厳密 に 成立 する 。 と り わ け 、97 付近 の 直方 体 を どん どん 細か 


くし て いけ ば 、 少 な く と も 近似 的 に は 定理 は 成立 し 、 微 小 直 方 体 の サイ ズ 一 } ぅ 0 の 極限 で 
定理 が 成り 立つ ハズ で ある 。*?6 


[ 直観 的 導出 終わ り ] 





*26 この 場合 の 一 つの 懸念 は 、 直 方 体 の 集合 で 近似 され た 領域 の 境界 は # 
る 事 で ある 。 これ の 懸念 を 払拭 する 一 つの 方 法 は 、 直 角 三 角柱 や 直角 三角 氏 を デコ ボコ し た 表面 の と ころ 


に 埋め 込ん で 、 境 界 を より 滑ら か に 近似 する 事 で ある 。 直 角 三 角柱 や 直角 三角 氏 に お ける 定理 の 証明 は 補 
遺 F で 行わ れる 。 


HH か な ギザ ギザ (デコ ボコ ) か ら な 
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定理 7.4 (狭義 の スト ー ク ス の 定理 ) ( 図 29 A の 様 に ) 三次 元 空間 上 で 定義 され た ベク 
トル 場 4( 丸 )、 二 次 元 の 閉じ た 領域 を 有 、 そ の 境界 を 9 と する と 、 


d5 ・ ( マ x 4( ) ー? dg・ 4( 応 (44) 
九 の 

ここ で 、 刀 = (Z, 9 2)、 の 9 は 9 の 面 素 、 離 は 及 上 の (2 有 に 対し て ) 右 ね じ 方 向 の 法 
線 、3 は 97P の 線 素 。 

[ 注 : これ も 次 元 に 拡張 可能 で ある が 、 そ の 際 、 ベ クト ル 場 4( 尺 ) は 1 次 の 微分 形式 、 
そし て ツ x 4( 有 ) は その 外 微 分 で 置き 換え られ る 。] 


[ 直観 的 導出 ] 
先ず 、 二 次 元 領域 刀 と し て 、 図 29 B の 様 に 、 平 面 > ニ = グ 上 の 長方形 : 


(2 の 必 | | イィ さそ 5 そる)% ) 
を 考え る 。 す る と 、 婦 ニ (0, 0, 1) で 、9Z は 長方形 の 周囲 で 、4 つの 線 分 : 


作 三 パ う , 2 ぐ て り ぐ て の dg 三 (0, 十 ⑰, 0) 5 
( 全 ・ ァ ー イェ, の 
yp 以 当 きこ の の 5) 
・ 9 三 1, の る | の そう 。 5 王 ( 十 @z, 0, 0) 


た ッ 


か ら 成 る (いずれ も ぇ = ク グ )。 従っ て 、 


# g オ ー/ オォ オォ 4 オ +/ gd 4 
9 の た 】 (Hg 7ー 


ーー ダ 


Y2 Y2 
/ 困る の 723 (4 の) 


2 3+ 


の > 
+/ dz( 一 4。(z, 5, グ )) +/ dz 4。(Z, 衝 」 グ ) 
ュ ズ ュ 

Y2 > 

2// 44( ズ 2, め の) 一 4。( パ の の + / 27/ |-4。(Z, Y25, グ ) 十 4。( ァ , 才 , グ )] 9 
3+ ズ ュ 





上 式 の | | 内 の それ ぞ れ に 一 次 元 の 微積分 の 基本 定理 を 適用 する と 、 
Y2 2 の の 
# dm オー リ wl ュー (の , め ググ) +/ 2/ 
9 及 2 x」 Oz ズ ュ 
ペッ 72 ひ ひ 
eg / の ( 計 2 - 郭 を ) が の グ 45 
な た (と ター 年 ek の 3) 
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YY っ り の 
ー の 
5 (あめ 包 ) 











今 、 ダ ー(0, 0, 1) な の で 、 #・ (③x4) = 基 4。ー 井 4。 。 よ っ て 、 式 (44)、 即 ち 、 


た gg4 ェ のか (マイ ) 


が 、z ニ = ニ グ 上 の 長方形 に つい て 厳密 に 成立 する 。 

同様 に すれ ば 、 そ れ ぞ れ 、 ヶ ニア や ッ ヶ ッ ニ テ ニャ 上 の 長方形 に つい て も 厳密 に 成立 する こと 
が 示せ る 。 

次 に 、 図 29 C の 様 に 、 二 つの 接触 し た 二 次 元 面 、 刀 」 と >、 を 考え 、 そ の 共通 の 境界 
を の 刀 」 > と する と 、 の > 上 で の 兄 」 に 関す る 線 素 (dg ) と 刀 。 に 関す る 線 素 ( 引 。。) 
は 、 互 い に 逆 向き な の で 、9 刀 」 。 上 で は 、 


dg・4|。 十 の 『・ 4|。。 =0 (46) 
と な る 。 図 29 C より 、( ガ ウス の 定理 の 時 と 同様 に 、) 
9 忌 。 三 473 旧 十 の 刀 」 > (ん 三 1, 2) 


で あり 、 束 」 と 刀 。 それ ぞ れ に 定理 が 厳密 に 成立 する と 仮定 する と 、 


② ゃ .( マ x4-/ eg オォ dg・4|。。 (を =1.2) 
胡 。 [9 * の 戸 」 > 


を = ニ 1 と ヵ =2 の 式 を 辺 々 足し 合わ せる と 、 


/ ル た し す ( マ X 4) 5 1 が 4 + gg・4la 


式 (46) を 適用 する と 、 上 式 の { } 内 は 消え る の で 、 


// (人 マ x4=/ 4g- オ 4 
刀 1U 刀 っ [9 *U[9 2]* 


そし て 、 29 C より 、 9 U |972|* = の ( 如 U 刀 。) な の で 、 上 式 は 更に 変形 で き て 、 


1 軸 マ 4 上 和 20 


つま り 、 複 合 領域 、 包 」 U 7。、 に 関し て も 、 定 理 が 厳密 に 成立 する こと が 示せ た 。 
次 に 、 任 意 の 二 次 元 面 有 ア を 考え 、 そ れ を 、 ズ =ー 定 、T = 一定 、 グ = 一定 な 平面 上 


の 長方形 の パッ チワ ー ク で 近似 する と 、 上 記 二 つの 結果 より 、 近 似 し た パッ チワ ー ク 上 
で は 定理 は 厳密 に 成立 する 。 

















66 


今 、 二 次 元 面 包 と その 境界 、 の 9 及 、 を 完全 に 共有 する も う 一 つの 二 次 元 面 、 刀 /、 を 考え 、 
その 二 つ の 面 で 囲ま れ た (閉じ た ) 三次 元 領域 を と 記す ( 図 29 D)。 す る と 、 3 次元 
版 ガ ウス の 定理 に より 、 


を ( マ x4) ー ナ な g み ( マ x4) ー// ル we ( マ x4) (47) 


更に 、 任 意 の 三次 元 ベ クト ル 場 4 に 対し 、 











9-(x4 = み (* テマ x+ と ( マ *3 
6/ 


6/ 6/ 6/ の / り の 6/ 6/ 6/ 
7 の ( 計 な こり ) 2 (た 上 を ) 1 (計る ー た ) 


ー0 





と な る の で 、 式 (47) の 右辺 は ゼロ 。 従っ て 、 


た か (x 和 ニー リナ 49 か (9x0=# 4 (48) 


と な り 、 定 理 は fP に 関し て も 厳密 に 成立 する 。 
これ ら よ り 、 任 意 の 二 次 元 面 を 近似 し た 長方形 の パッ チワ ー ク に つい て は 定理 は 厳 
密 に 成立 し 、 ま た 、 RG0 EDN その パッ チワ ー ク と 境界 を 完全 に 共有 し 、 境 界 の 内 側 
で は 丸 と ほ に 重なり 合う 様 な 二 次 元 領域 で も 、 定 理 は 厳密 に 成立 する 。 従 っ て 、 
EDP の 
[ 注 : 3 次 元 ガウ ス の 定理 の 時 と 同様 に 、 こ の 場合 も 、 直 方 体 (の 境界 を 成す 長方形 ) の 
他 に 、 直 角 三 角柱 や 直角 三角 凶 (の 境界 を 成す 三角 形 ) も 切り 貼り すれ ば 、 直 方 体 (や 長 
方 形 ) だ け か ら 成る パッ チワ ー ク より も ずっ と 滑ら か に 領域 を 近似 で きる ハズ で ある 。 
直角 三角 柱 や 直角 三角 雛 で の 定理 の 証明 は 、 補 遺 F を 参照 。] 











| 直観 的 導出 終わ り ] 
| 注意 : ] 
定理 7.2 や 定理 7.4 の 証明 (導出 ) の 際 に 登場 し た 等 式 : 


erot (grad の ) ニ ツマ x(V の =0 : 
s div (rot 4) ニ マ ・( マ x4=0 


は 、 任 意 の 微分 形式 、 f、 に 対し て 成立 する 蛋 等 式 : 





(df) =0 
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の 特殊 な ケー ス で ある 。*27 この 恒等式 、 お よび 一 般 化 され た スト ー ク ス の 定理 、 よ り 、 
0 な る ヵ 次 の 微分 形式 f は 、 少 な く と も 局所 的 に は 、 あ る ( ヵ ー1) 次 の 微分 形式 g 
を 用 いて f ニ = gg と 表現 で きる 。 

上 記 の 例 で は 、 








s ツマ x ア ー0 と な る ベク トル 場 、 戸 、 に は 少な く と も 局所 的 に は アニ ママ e と 表せ る 
よう な スカ ラー 場 ( ゐ ) が 存在 する : 

s ツマ ・ ゼ ニー0 と な る ベク トル 場 、、 に は 、 少 な く と も 局所 的 に は 月 = マ x4 と 表 
せる 様 な ベク トル 場 (4) が 存在 する 。 


[| これ ら の 例 で 、( 特 に 電磁 気 学 等 で は 、) あ は スカ ラー ポテ ン シ ャ ル 、4 は ベク トル ポテ 
ン シ ャ ル と 呼ば れる 。] 


定理 7.5 (2 次 元 ベ クト ル 場 に 関す る グリ ー ン の 定理 ) ‥….・ ど うい う 形 だ っ た か 正確 に 
覚え て いな い の で 割愛 。 

| 確か 、 狭 義 の スト ー ク ス の 定理 (定理 7.4) の 2 次 元 版 っ ぽい 形 を し て いた 様 な 気 が す 
る (の で 、 証 明 も 同様 に で きる ハズ )。] 





定理 7.6 (複素 関数 の 基本 定理 と 留 数 定理 ) 複素 平面 (* ニ ァ 十 ) 上 で 与え られ た 
複素 関数 ど (z, ヶ ) = (の 十 7y(zy9) (ここ で 所 と 瓦 は (?,.9) の 実 関 数 ) が 、 
々 の み の 関 数 で ある (即ち 、 共 役 複素 数 、 を ニッ ァ ー?y 、 に 依ら な い ) 場合 

(1) 基本 定理 : 








人 2 (zz,9) 三 万 (zo) 一 万 (1 ) (49) 


と な る 複素 関数 万 (z) が 存在 する 。( 即 ち 、 左 辺 の 積分 は (特異 点 に 出会わ な い 限り ) z+ 
と z。 を 結ぶ 複素 平面 上 の 経路 に 依ら な い ( 図 30 A)。) 








(ii) 留 数 定理 : 複素 平面 上 の 閉経 路 C に 囲ま れ た 領域 中 に 、 上 記 の (z,y) 有限 個 ( 可 





*27 証明 自体 は 簡単 だ だ が ここ で は 割愛 する 。 興味 ある 方 々 は 自分 で お 調べ 頂き た い 。 
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C. 基本 定理 の 証明 D. 留 数 定理 の 証明 
30 複素 関数 の 基本 定理 と 留 数 定理 。A. 複素 関数 の 積分 経路 O』 は 、( 特 異 点 に 貞 ま れ な い 











限り ) 端点 (z」 と z。) を 共有 し た 任意 の 経路 ( 例 、C。) に 変形 可能 で ある ( 赤 矢 印 ) 。 せ . 留 数 
定理 の 設定 例 。 閉経 路 〇 ( 赤 ) が 特異 点 、c1, cs, .…, oc、 を 囲む お と する 。 の 〇 . 基本 定理 の 証明 。 
複素 平面 上 の 閉経 路 〇 ( 赤 ) と それ に 囲ま れ た 領域 有 。D. 留 数 定理 の 証明 。 パ ネル HB と 基本 的 
に は 同じ だ が 、 そ れ に 加え て 各々 の 特異 点 、g。 (ん ー 1, 2, .……, 忌 )、 の み を 開 む 小さ な 閉経 路 、 
C。。、 も 描き 加え て ある 。 
































算 個 ? ) の 孤立 特異 点 >= ニ oc,os?, .…,ox 以外 の 特異 性 を 持た な い 場 合 ( 図 30 B)、 


万 
# ez (9) 三 276 >_ Res 万 の kl (50) 
軸 なー1 
ここ で Res[ ア , | は 、 複 素 関数 ア (z,y) の 特異 点 /。 に お ける 留 数 と 呼ば れ 、 次 式 で 定義 
され る : 





ef 1 
Res| ア 7, o| ご 2 2 (7, ダ の) (51) 
0 


た だ し ここ で 〇 。。 は 特異 点 o。 の み を 囲む 閉経 路 。 
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ェ ーー 


証明 ] 
先ず 、 刀 (Z,9) = (7,9) 十 77(Z, 9) が > の み の 関 数 で ある と いう こと は 、 
り 


ーー アー0 
の Oz 


を 意味 する 。z= ニ ァ 十 9 お よび ヶ ニ = ニー より 、 ヶ ニテ (z 十 2/2 お よび = テ ( を ーー)/(25) 
な の で 、 こ れ は 以下 の 様 に 書き 換え られ る : 
2. gz9. 6 語 も 


且 9582 597" グ M8P 


0 2A/ の y 








従っ て 、 


ひ 
5 が 0 


の の の 
(ee- を) ( 計 タ す テ を 
上 式 で 、 実 部 と 虚 部 は 独立 に ゼロ と な る の で 、 こ れ は 即ち 、 以 下 の 二 式 を 意味 する : 
の の 


ひ ひ 
謗 を す 計 =0 (53) 


一 方 、( 図 30 C の 様 に ) 複素 平面 上 の ある 閉経 路 C に 沿っ た 万 の 積分 は 
# 2 (, ダ の) =? G(Z 十 99)( チ 4 十 6P) 
ピ ピ 


Co2 ー の 9 ア 。) EAC72 十 dz ) 


と 書き 表せ 、 こ の 積分 の 実 部 は 、2 次 元 ベ クト ル 場 ( 瓦 , 一 肪 ) の 線 積 分 、 虚 部 は 、 2 次 元 
ベク トル 場 ( 瓦 , 瓦 ) の 線 積分 、 と みな すこ と が で きる の で 、 狭 義 の スト ー ク ス の 定理 ( 定 
理 7.4) (の を 成分 ) の 導出 と 同様 に する と 、 


た が ,9) ーー リル ww ( あ + NN ddy (みち 衣 を 


と な る こと が 示せ る 。 た だ し 、 こ こ で 月 は で に 囲ま れ た 複素 平面 上 の 領域 で ある 。 アア が 
刀 内 に 特異 点 を 持た な い 限 り 、 上 式 の 右辺 の 実 部 は 式 (53) に より 、 虚 部 は 式 (52) ( 
より 、 そ れ ぞ れ ゼ ロ と な る の で 、 最 終 的 に 次 式 に 帰着 する : 





# 9z (9) テ 0 (54) 
ピ 
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この 事 よ り 、 複素 平面 上 の 任意 の 二 誠 k 1 と る 2 ヽ を 取り 、 30 A の 様 に 、 1 か ら る 2 
へ の 別々 の 二 つ の 経路 、 (1, 22 ) と C5 (z1, 22 ) 、 を 考え た 場合 、 (を 1, 25) 一 C5(1, 5) 
は 閉経 路 な の で 、 そ の 内 部 に ア の 特異 点 が な い 限 り 、 


dz Fe の ー dz Fm の ニタ 9z 7(z,9) 0 
ピュ (2, を 2 ) C2 (を 1 , を 2 ) (を 1,z2) 一 C2( タ 1, る 2 ) 


即ち 、 








/ ee の =/ fe の 
〇 ュ (1,22) の (を 1,22) 


と な る 。 こ れ は 、 特 異 点 で 隔 た れ て いな い 任意 の 経路 で 成立 する の で 、 適 当 に その ( 特 
異 点 で 隔 た れ な い ) 近傍 で 「 基 準 点 」z。 を 取っ て 、 











記 (a) 全 な が ey 
る 0 る 


/ 9z (ZZ,9) 三 / 9z7(Z, の) 三 万 (2。) 一 万 (1) 
1 (を, っ ) 


、 即 ち 、 式 (49) が 得 ら れる 。 

次 に 、 も っ と 一 般 に 、 刀 (z,y) が 孤立 特異 点 、z = 1, oz, .…, ok、 を 持つ と し 、 こ れ ら 
を 囲ん だ 閉経 路 と 考え る ( 図 30 B)。 更 に 、 を 特異 点々 > ヶ = ニ c。 の み を 囲む 微小 閉 
経路 と する と 、Oー デ た 」 CO。。 は 、 ア (Z, の ) 0 万 /fZ」。 の 2」.…, の gg}、 の 
「 境 界 」 と な っ て いる ( 図 30 D) の で 、 式 (54) の 導出 と 同様 に し て 


# の P( の の 
びー た Ccr 


2 の の の 
三 = ーー ア = 、 記 9 市 





#e 万 (Z,9) 。 dz が (, の ) 


ょ = ュ 1 ピ 
だ だ 


9 2 (の, の) 三 2r2 > Res[ 戸 ga 


ー1 


即ち 、 式 (50) が 導 か れ た 。 


ェ ーー 


証明 終わ り ] 
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[ 注 : 留 数 の 定義 に 伴う 係数 に つい て ] 
例え ば 、 ア (z,9) = 1/( 々 oi) を 考え 、C。、 と し て 、 


ヶ 三 oi 十 ee?? (の 9= ニ 0 つ 9=2z: e は 微小 ) 











を 採用 する と 、* 
? の 27 。 29 
# 2 (ZZ,9) =? 9 -/ 2 較 5 妥 269 
6 (の CC 0 CC 
0 で 
Res|7, oi| = 5 
2 


と な る 。 逆 に 言え ば 、 留 数 の 定義 で 積分 の 前 に か か る 係数 、。 、 は 、 留 数 が こう な る 様 
に 付け られ た 「 規 格 化 因子 」 と も 言え る 。 





7.2 応用 例 


冒頭 で も 述べ た 通り 、 一 般 化 され た スト ー ク ス の 定理 の 特殊 例 は 、 物 理学 の 様々 な 場面 
で 現れ る 。 こ こ で は 、 そ れ ら の 例 を 見 て みよ う 。 


7.2.1 ニュ ー ト ン の 運動 方 程 式 
力 場 、 が (/ り 、 中 で の 質量 7。 の ある 物体 の 変位 を 放 ) と する と 、 ニ ュー トン の 運動 方 


程 式 は 、 
9\* ュ 
777 (3 (の) 三戸 ( 員 の 

















*28 
e29 一 電 1 79)% 27 | 電 1 2 27x 十 1 
4 と の 2 osT の 
2 な 半 ゆう (0 2 あ 
攻 0 0 (27 十 5 の ーcos の 十 2im の 








従っ て 、 複 素平 面 の 極座標 表示 の 下 で は 、 




















ッ ー ッ 十 9 三 7cos の 十 の sin の 9 ニー ァ (cos の 十 2sin の ) = ニ ァ re? 





と な る 。 ま た 、 上 記 の ヶ ーoi 十 ee の 9 (9 王 0 - 27) は 、 点 ヶ ー oi の 周り の 半径 c の 円 周 を 与え る 。 
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図 31 連続 の 式 の 設定 例 。 三 次 元 領域 月 (灰色 ) の 内 側 に は ある 量 が 密度 p( 包 り で 満ち て お 
こ は 流 れ ベ クト ル 場 7( 宮 の) (シア ン の 矢印 ) が 分 布 し て いる 。 好 の 境界 


り 、 周 囲 (お よび 内 部 ) ( 
上 で の 外向 き 法 線 () の 例 を 赤い 矢印 で 示し て いる 。 














ーーgrad の な る スカ ラー 場 の 宛 の 


と な る 。 こ こ で 、 も し 、rot アニマ x ア デー0 な ら 、 ア アー 
が あり 、 運 動 方 程 式 は 
人 
n (方 ーーged (が 0 (に - マ em の) 


ュー ン 





と な る 。 (定理 7.2 の 応用 


7.2.2 連続 の 式 
場所 アニ (z,9,2)、 時 間 た に お ける ある 量 の 密度 を p ヵ ( 兄 り 、 そ れ を も た ら す 流れ ( ベ 
2 任意 の 閉じ た 3 次 元 領域 、 刀 、 の 中 で の この 量 の 時 間 変 化 


を 表す 式 (積分 形 ) ! 


y | // ee ze の | = -// d ぐ ・7 宛 が (55) 

の 9 

ここ で 、 の 尺 は 刀 の 境界 で あり 、 刀 は 、 領 域 か ら 外 向き に 出る 境界 の 法 線 で ある ( 図 31)。 

即ち 、 領 域 月 中 の 量 の 時 間 変 化 (左辺) は 、 こ の 領域 に 境界 (の 月) を 通じ て 流れ 込む 流 

れ の 総量 (右辺 ) に よっ て も た ら さ れる 。 こ の 右辺 に 三次 元 版 ガ が ウス の 定理 (定理 7.3) を 

日 する と 、 以 下 の 様 な 微分 形 が 求まる : 

り きま コ 

地 人 の の 寺 V・2 の 5 が テ 0 
連続 体力 学 、 電 磁気 学 、etc. で 重要 な 役割 を 果たす 。 





適 月 
(56) 





この 式 は 「 連 続 の 式 」 と 呼ば れ 、 


7.2.3 拡散 方 程 式 ( 熱 伝導 方 程 式 ) 
連続 の 式 (56) の 特殊 例 と し て 、/( の 場所 に よる 差 が 流れ 7( 用 を 引き 起こ す 場 
合 を 考え る 。 普 通 、 密 度 が 高い 方 か ら 低い 方 へ 流れ が 生じ る の が 自然 な の で 、 一 般 的 に 


(002 記し ガト (292 
ここ で 、 了 羽 ち | は 、( 一 般 に は 場所 と 時 間 、 そ し て 。 に 依存 する )「 比 例 係数 」 で ある 。 
ER 80DBN 交 2 の か 、 


が に 
の 9 ニー マガ ェ マ 17 選 5 人 Vp の 9) (57) 
これ は 一 種 の 拡散 方 程 式 で ある 。 

例え ば 、p と し て 、 温 度 7、*29 そし て 7 と し て 熱流 、--z ツ 7、 を 用 いる と 、 拡 散 方 程 
式 は 、 





7 あり = マー(e7(91 =sA7 の の (58) 


と な り 、 熱 伝導 方 程 式 を 与え る 。? 


[| ちな み に 、 次 元 を 一 次 元 に 落と し 、z の 代わ り に (ある 遺伝 子 座 に お ける 一 つの 対立 遺 
伝 子 の ) 相対 疾 度 ゎ (0 < ゎぁ <1) を 用 い 、p( 用 0 の 代わ り に ゎぁ の (時 間 変 化す る ) 分 布 
関数 の (⑰,) を 用 い 、 更 に 、 了 避 ち | と し て 22 (ここ で は (ハブ プロ イ ド 個体 ( あ 
る い は ゲノム ) の ) (有効 ) 集団 サイ ズ )) を 用 いる や} と 、 式 (57) は 、 以 下 の 様 に な る : 




















の _ の | が 1- ヵ ) 9 
これ は 、 木 村 資 生 に よる 集団 遺伝 学 に お ける ( 光 汰 ゼロ の 場合 の ) 遺伝 子 頻 度 変化 モデ ル 
の 拡散 方 程 式 近似 と (ほん の 僅か だ け 違 う が ) 非常 に 似 た 形 と な る 。] 





@( め , の 





*29 本 当 は 熱 エ ネル ギー 密度 、po ー oc 97、 と で も し た 方 が よかっ た の か も 知れ な い 。 


*30 SN 
2 2 2 
^ 演 (/ () 
Oz の Oy 9 


は 、 ラ プラ ス 演 算 子 (Laplacian) と 呼ば れる 。 
*31 これ は 、p の 一 世代 あたり の (ラン ダム サン プリ ング に 由来 する ) 揺らぎ に よる 分 散 値 、 3 の 
1/2 に な る 様 に 定め た 。( こ の 1/2 の 因子 は 、 分 散 が 一 定 の 時 の 熱 伝導 方 程 式 の 解 と の 類推 に よっ 


れ た 。) 
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32 一 般 化 クー ロン の 法則 (ガウ ス の 法則 ? ) の 設定 例 。 電 荷 密 度 (p ヵ ( の ) が 三次 元 領 
域 (灰色) の 内 部 に 分 布 し 、 そ の 境界 9 ソ ( 黒 の 太線 ) か ら 外向 き に 電 東 密度 ベク トル 場 、 
の ( 記 り 、( シ アン の 矢印 ) が 出 て いる 。 





7.2.4 マッ クス ウェ ル の 方 程 式 
18 必 19 世紀 に 成 さ れ た 電磁 気 学 に お ける 数 々 の 発見 の うち 主要 な (ある い は 基本 的 な ) 
も の を 、 マ ックス ウェ ル (Maxwell) は 次 の 四 つ の 方 程 式 に まとめ 上 げた : 





(3) Y の ー 

(b) マ - ぢ =0 

(c) マ x 互 = 誠二 草 の ) 

(d) マ x ぢ ニー 好 戸 。 

ここ で 、 刀 は 電場 、 万 は 磁場 、 (- ce ) は 電 東 密度 (単位 面積 当たり の 電 東 量 )*?32、 
隊 二 0 遇 和 の 8 下 証 の PR 
の 電荷 量 )、 訪 は 電流 密度 (単位 面積 あたり の 電流 量 )、 で ある 。 


(a) は 、 ク ー ロ ン の 法則 の 一 般 形 (ガウ ス の 法則 だ っ た か ? ) : 


た g み カー// eeee (59) 


即ち 、 あ る (閉じ た ) 3 次 元 領域 ( 図 32) か ら 外 向き に 出る 電 東 の 総量 (左辺 ) は その 





*32 係数 c は 誘電 率 と 呼ば れる 。 
*33 係数 // は 透 磁率 と 呼ば れる 。 
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斉一 


/ 25N 介 




















ーー ぐ 


品 


33 右 ネ ジ の 法則 の 設定 例 。 二 次 元 領域 9 (黒い 境界 の 灰色 の 領域 ) を 電流 密度 ベク トル 
訪 ( 包 (赤い 矢印 ) が 員 き 、 そ の 周り に 磁場 ベク トル 戸 ( 用 0 (シア ン の 矢印 ) が 生じ て いる 。 














、 








領域 中 の 電荷 の 総量 (右辺 ) に 等 し い 事 、 の 左辺 に 3 次元 版 ガ ウス の 定理 (定理 7.3) 
を 適用 し て 導出 され る 。*“3 





(b) は 、 電 場 に 関す る 式 (a) と 対 を な す 方 程 式 で 、 単 一 の 磁極 を も っ た 物体 (モノ ポー 
ル ) が 存在 し な いこ と を 意味 する 。[| 我々 の 知る 磁極 を 持つ 物体 (磁石 ) は 常に / 極 と 9 
極 の 両方 を 有する 。 ] 


(c) に 関し て は 、 も と も と は アン ペー ル (Ampere) の 右 ネ ジ の 法則 ( 図 33) : 


す ガ ー// 5 を (60) 
の OS M】 


即ち 、 あ る 2 次元 面 ? を 貫く 電流 が ある 時 、 そ の 総量 (右辺 ) に 等 し い だ け の 磁場 (の 一 
周回 り の 総和 ) (左辺 ) が 生じ る 、 と いう 法則 に 、 狭 義 の スト ー ク ス の 定理 (定理 7.4) を 
適用 し た 式 : 





マツ x 万 = 用 (61) 


が あっ た 。 し か し 、 こ の まま で は (電荷 に 関す る ) 連続 の 式 、 マ ・7 ぁ + 苔 ppg = 0、 と 矛盾 
し て し まう の で 、 両 者 に 矛盾 が 生じ な い 様 に 、 式 (61) の 右辺 に 基 を 加え て で きた の 

















*34 ちな み に 、 空 間 の 等 方 性 (回 転 対称 性 ) と 、 じ と し て 半径 及 の 3 次 元 球体 を 用 いた 式 (59) を 使う と 、 
| | = 選 放 と いう クー ロン の 法則 が 簡単 に 導出 で きる 。( た だ し 、p = ん dzdgdz pp は 、 
の 中 心 に ある 点 電荷 、 も し く は 球 対称 に 分 布 し た 電荷 の 総量 。) 
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て | 


い N すま メ 
/< ま < 


計っ 


ぢ p 


























に ど 




















図 34 電磁 誘導 の 法則 の 設定 例 。 二 次 元 領域 9 (黒い 境界 の 灰色 の 領域 ) を 時 間 変化 する 磁 東 
密度 ベク トル () (赤い 矢印 ) が 買 き 、 そ の 周り に 電場 ベク トル 戸 ( 包 ) (シア ン の 矢印 ) が 
磁束 の 時 間 変 化 を 打ち 消す 様 に 生じ る 。 


























が (c) で ある 。*35 


ちな み に 、 こ の 務 の 事 を 「( フ ァ ラ デー ? マッ クス ウェ ル ? ) の 変位 電流 」 と 呼ん だ 
よう な 気 が す る が 、 記 憶 が 定か で は な い 。 


(d) は 、 フ ァ ラ デー (Faraday) の 電磁 誘導 の 法則 ( 図 34) : 


た g ガ ーー 人 g み 鹿 (62) 


即ち 、 あ る 二 次 元 面 S を 貫く 磁束 が 変化 する 時 、 そ の 時 間 変 化 量 (右辺 の 積分 ) を 打ち 消 
そう と する (右辺 の マイ ナス 符号 ) 様 に 周囲 の 電場 (左辺 ) が 生じ る 、 と いう 法則 に 狭義 
の スト ー ク ス の 定理 (定理 7.4) を 適用 し て 導出 で きる 。 





ちな み に 、 マ ックス ウェ ル の 方 程 式 (a), (b), (c), (d) は 、 ロ ー レ ン ツ (Lorentz) 変 


換 に 対し 不変 で ある こと が 示せ 、 そ うい っ た 意味 で アイ ン シ ュ タイ ン (Binstein) の 特殊 
相対 性 理論 と 相性 が 良い の で ある が 、 そ の 


証明 は ここ で は 割愛 する 。 (興味 ある 方 々 は 自 
分 で 調べ て いた だ ける と 幸い で ある 。) 








*35 実際 、(c) の 両辺 の 発散 を 取る と 、 





は > の こう な 12 に. の こ ェ ュ 9 
0=9・( マ x 記 ) = マ - 放 + 記 (マク) ギ マ - 誠 + 且 og 
と な り 、 ま さ に 、 電 荷 に 関す る 連続 の 式 が 導ける 。 
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8 英語 学習 の 「 ツ ボ 」 2 つ ( 十 お まけ ) 
江 澤 潔 [手書き : 2020/12/31: 電子 文書 化 : 2021/03/13] 


私 は 英語 の 専門 家 で も な けれ ば 英語 学習 の 専門 家 で も な い の で 、 こ こ で 包括 的 な (ある い 
は カリ キュ ラム 的 な ) 英語 学習 の 方 法 を 記述 する と いっ た お こ が ま し い 真 似 は し な い 。“"? 
(まめ 。、 以 の 斑 章 で も 十分 お こく が まし い が 、、、) 

し か し な が ら 、 私 も 英語 を ある 程度 、 仕 事 で 使え る 様 に な る まで に は 、 少 な く と も 十 数 
年 に わた る 昔 労 を し て 来 た 。( 補 遺 H 参照 ちな み に 私 の 家系 は どう も 英語 に 弱い らし い 
の で 、 私 の ゲノム に は 英語 学習 を 得意 に する 遺伝 子 は な い ハ ズ で ある 。) そこ で 、 こ こ で 
は 、 私 が か な り 重 要 だ と 思う 一 方 で 、 日 本 の 英語 学習 で あま り 認 識 (ある い は 強調 ) され 
て いな い 、 と 思わ れる 「 ツ ボ 」 を 二 つ ( 十 お まけ ) に つい て 述べ る 。 これら は 、 他 の 包括 
的 な 英語 学習 法 に 付け 加え る 「 ス パイ ス 」( 例 える な ら ば 、 寿 司 盛 り 合 わせ に 添え る ガリ 
(生姜 )、 コー ヒー に 入れ る クリ ー プ 、 あ る い は スイ カ に ふり か ける 一 つま み の 塩 ) の 様 に 
使用 (ある い は 実施 ) し て 頂け た ら 幸 いで ある 。 











8.1 [| ツボ 1 ] 英語 は 「 動 詞 志向 」 の 言語 だ と 心得 る 


私 が 思う に 、 日 本 語 を 「 名 詞 志 向 」 (noun-oriented) の 言語 だ と する な ら ば 、 英語 は 「 動 
詞 志 向 」 (verb-oriented) の 言語 で ある 。 

日 本 語 で は 、 名 詞 ( 十 助詞 ) だ け で 成る 文 も 多い が 、 英 語 で は (疑問 文 に 対す る 答 
省略 形 以 外 で ) 名 詞 だ け で 成る 文 は ほとん ど は い 。 そ の 代わ り に 、 英 語 で は ( 主 に 命 
に な る が ) 動詞 一 つ だ け で 成る 文 は 多い 。 

また 、 日 本 語 で は 「 名 詞 」 十 「( を ) する 」 で 、 様 々 な 動作 を 表せ る が 、 英 語 で それ に 対 
応 す る の は 、「 動 詞 」 一 つ で ある 場合 が 多い 。 例 えば : 


え の 
6 











卓 本 語 | 敵 語 | 
スキ ー (を ) する Ski 
スベ グ そ キミ ド (を ) する skate 


グー グル 検索 (を ) する google 





*36 そう いっ た も の が 必要 な 読者 は 他 を あたっ て ほし い (例え ば 、 ア ルク や DHO 等 )。 た だ し 、 一 応 
( 何 の 手がかり も な く 悩 ん で いる 人 々 の ) 参考 の た め に 、 補 遺 H で 、 私 が 過去 に 英語 学習 の 為 に 用 いた 教 
材 や 方 法 を リス ト し て お く の で 、 興 味 あ る 方 は ご 覧 頂け た ら 幸 いで ある 。 
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E メー ル を 書い て 送る e-mail (又は email) 





等 で ある 。*37 [| ちな み に 、 上 記 の 例外 と し て 、 様 々 な 球技 ( 例 :「 野 球 を する 」 心 ?play 
baseball') や 、 楽 器 ( 例 :「 ギ ター を 演奏 する 」 作 "play guitar”) 等 が ある 。 ど うい う 場 
ここ れ ら 例外 に あたる の か 、「 法 則 」 の の よう な も の も あっ た 様 な 気 も し た が 、 私 は 忘 

BB 興味 ある 方 は 自分 で 調べ て 頂き た い 。] 

し か し な が ら 、 こ れ く らい で は 「 英 語 が 『 動 詞 志向 』 だ 」 と 言わ れ て も 納得 し な い 人 々 
も 多 か ろ う 。 で も 、 そ ん な 人 々 で も 、 以 下 の 例 を 見 れ ば 納得 いく に 違い な い 。 

例え ば 、 日 本 語 の 「 雑 草 」 に あたる 英語 は 名 詞 、weed、 で ある が 、「( そ の ) 庭 の 草 む し 
り を する 」 を 日 本 語 的 感覚 で 英訳 する と : 

^remove Weeds 1from, out of} the garden? 
と な る が 、 英 米 人 は 普通 、 こ ん な 言い 方 は せ ず に 

"weed the garden" 
と 言う だ ろう 。 こ れ は 、 単 語 "weed” に は 、「( て の ) 草むしり を する 」 と いう ( 他 ) 動詞 

の 意味 も ある か ら で あ る 。 ま た 、「( そ の ) 花 に 水 を や る 」 は 、 日 本 人 的 感覚 で は 

?give water to the fower?” あるいは ? tsprinkle, pour} water over the Hower” 
あたり に 訳し て し まい が ち だ が 、 英 米 人 は も っ と 簡潔 に 

"water the fower" 
と 言う 。 こ れ も 、 単 語 "water” に は 、「( 一 に ) 水 を や る 」 と いう ( 他 ) 動詞 の 意味 も ある 
か ら で あ る 。 更に は 、「( そ の ) 大 の 散歩 を する 」 を 日 本 人 的 感覚 で は 

”take the dog for a walk" 

と 訳し て し まい そう だ が 、 英 米 人 な ら : 

"walk the dog" 
と 表現 する 。 こ れ も "walk” に は 、「( て を ) 散歩 させ る 」 と いう 他動詞 の 意味 も ある か ら 
の の 8 

この 様 に 、 日 本 人 が 普通 、 名 詞 と し て 知っ て いる 単語 の 多く に は 、 実 は 、 動 詞 と し て の 
意味 も あり 、 ネ イ テ ィ ブス ピー カー た ち は 日常 的 に これ ら の 動詞 を 使用 し て いる 。 この 
こと を 理解 し て お け ば 、 英語 を 話し た り 書 いた りす る 時 に 英 米 人 らし い 簡 潔 (concise) か 
つ 明 快 (clear) な 英文 を 作成 で きる 様 に な る し 、 又 、 英 語 を 読ん だ り 聞 いた りす る 時 に 誤 














*37 











の 面白 い 例 と し て は 、 数 年 前 、 近 藤 ま り 子 (?) (間違っ て いた ら ゴ メン な さい ) と いう 方 が 、「 断 捨 

」 の 本 を 出し て プー ム に な っ た が 、 そ の ブー ム は 米国 に も 拡がっ た らし く 、 そ の 結果 、「 断 捨 離 (を ) す 
と いう 意味 の ?kondo(u?)? ("lk” が 大 文字 か 小文字 か は 不明 ) と いう 新しい 動詞 が 誕生 し た らし い 。 

*38 面白 いこ と に 、「 自 転 車 を 押し て 歩く 」 も ”walk a bike” で 済ん で し まう らし い : こう いう 表現 を 横 須 
賀 の 歩 道 橋 の 腹 板 で 見 か けた こと が ある 。 
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解す る 頻度 が 劇 的 に 減る で あろ う 。*?9 

中 学 三 年 だ っ た か 高校 だ っ た か 忘れ た が 、「 無 生物 主語 構文 」 な る も の を 習っ た 。 例 と 
し て 、「 こ の 議論 に よっ て て と いう 結論 に 達する 。」 を 英 米 人 は 恐らく : 

?*This argument 1leads to, yields} the conclusion that . 
等 と 表現 する だ ろう 。 こ の 主語 で ある ?this argument” が 無生物 主語 が の で 、 ご の 区 は 
「 無 生物 主語 構文 」 の 一 例 と な る の だ が 、 日 本 人 的 発想 で は 

"1By, Through Fromt this argument, we {get, reach} the conclusion that .…… 

と 少し 長 た らし い 表 現 を 思い つき が ち で ある 。 

この 「 無 生物 主語 構文 」 は 、 英 米 人 が 世界 を 捉え る 時 の 論理 構造 ある い は 発想 の 仕方 が 
我々 日 本 人 と 異な る 事 を 示す 一 例 だ と も 解釈 で きる が 、 こ の 小節 で 論じ た 「 動 詞 志 向 性 」 
も 英 米 人 と 我々 の 間 の 世界 の 捉え 方 の 違い と し て 理解 で きよ う 。[ その 他 、 そ れ ぞ れ の 単 
語 の 意味 が 決し て 一 対 一 対応 し な い 、 と いう 事実 も 世界 の 捉え 方 の 違い の 一 つと 解釈 で き 
る か も し れ な い 。 | そう 考え る と 、「 動 詞 志向 」 の 英語 表現 や 「 無 生物 主語 構文 」 を (も ち 
ろ ん 適切 な 場面 で ) 多用 し よう と する 試み 努力 は 、 彼 ら 英 米 人 の 世界 の 捉え 方 を 理解 し 
よう と する 有 努力 と も 考え られ る 。 

また 、 こ の 動詞 表現 の 豊富 さ 故 に 、 あ る 単語 (特に 名 詞 ) を 辞書 で 調べ る 際 に は 、 そ れ 
に 動詞 の 意味 が ある か ? あ っ た ら そ れ は 自動 詞 か 他動詞 か ? 前 者 の 場合 、 ど ん な 前 置 詞 が 
よく 後に 続く か ? 等 々 に も 注意 を 払う 様 に お 勧め する 。 


























8.2 [ツボ 2] 英文 の 中 の S (主語 ) + V (動詞 ) を 正確 に 同定 する 





文法 の 観点 か ら 見 る と 、 柔 軟 な 日 本 語 に 較べ 、 英 語 は 非常 に 「 融 通 の 利 か な い 」 言語 で 
ある と いえ る : (疑問 文 の 答え の 省略 形 や 命令 文 、 感 嘆 文 等 の ) 一 部 例外 を 除き 、 
文 は 必ず 

「S (subject, 主語 ) 十 V (verb, 動詞 )」 

を 含み 、 そ われ 以外 は 修飾 語 で ある *0。 従 っ て 、 極 諭 を 言う と 、 英文 の 中 の 「S 十 V」* 和 1 


本 
ロ 出 
の 






































*39 た だ し 、 こ の 様 な 英語 を ネイ ティ ブス ピー カー と の 会 話 で 多用 する と 、 相 手 は 「 こ や つ 、 出 来る な 」 と 
思っ て 、 手 加減 な し の 早口 英語 で 話し か け て くる か も 知れ な い の で 注意 し よう 。 も し 、 相 手 の ス ピー ド に 
つい て いけ な い 時 は 、 黙 り 込 ん だ り ニ ヤニ ヤ し て 誤 魔 化 そ うと せ ず に 、 率 直 に 、"{Excuse me, Pardon 
me, Sorry+. Could you speak more slowly?” と 頼も う 。 そ れ で も 、 リ エゾ ン や 縮 約 等 、 単語 の 発音 が 
変わ っ て し まう 現象 の 為 に 、 我 々 日 本 人 に は 聞き 取り づら い 場 合 も 多々 ある 。 そ ん な 時 は 、"Could you 
{speak, pronounce+ word by word?” と で も 頼む と 良い の か も 知れ な い 。 

*40 目的 語 や 補語 を 「 修 飾 語 」 扱 いし て 良い か どう か は 議論 が あり そう だ が 、 こ こ で は これ ら を ひっ くる め 
て 「 広 義 の 修飾 語 」 と で も 呼ん で お く こ と と し 、「 広 義 の 」 は し ば し ば 省略 する 。 

*41 ここ で 、「S」 や 「V」 は 、 単 に その コア で ある 「( 冠 詞 ノ 指示 詞 士 ) 名 詞 」 や (単語 と し て の )「 動 詞 」 の 
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を 正確 に 同定 で きれ ば 、 そ の 英文 の 8 割方 は 理解 で きた も 同然 で ある 。 [| た だ し 、 重 文 
(例え ば 、”S 十 Vi …, and/but/etc. 8。 十 V。 … 等 、 二 つ 以 上 の 同等 な 節 か ら な る 文 ) 
や 複 文 (that- 節 や 関節 疑問 文 、 あ る い は 関係 代名詞 副詞 節 等 、 従 属 節 を 含む 文 ) の 場合 
は 、 各 々 の 節 の 中 の 「S 十 V」 を 正確 に 同定 する 事 と する 。] 

教科 書 で も 、 他 の 教材 で も 、 あ る い は 自分 で 読み た い 記 事 や 小説 で も な ん で も 良い が 、 
英語 学習 を 始め る (ある い は 再開 する ) 際 に は 、 各 文 ( 節 ) 中 の 主語 の 下 に 線 を 引い て ”8? 
と 印 を つけ 、 動 詞 (区 ) の 下 に も 線 を 引い て ?V” と 印 を 付け る と 良い 。 慣 れ て くれ ば 、 下 
線 や 印 を つけ な く と も 、 ど こ が 主 語 で どこ が 動詞 か 、 見 極め られ る 様 に な る だ ろう 。 こ の 
作業 は 特に 、 ス クリ プ ト 付 き の 英 語 リ スニ の 0 間 ま NM00800 8 人 2 二 6 介 0 の 
る 。 こ れ に より 、 英 語 を 聞き 取る 際 に も 、「S 十 V」 の 基本 構造 を 捉え られ る 様 に な れ ば 
リス ニン グ 力 は 目覚 まし く 向 上 する だ ろう 。 

















8.3 [お まけ ] 最終 (? ) 目標 : 英文 を 英文 の まま 理解 する 


英語 学習 を 始め る 際 に 、 日 本 語 を 「 補 助 」 に 使っ て 、 即 ち 、 英 文 を 和訳 し て 、 理 解す る 
の が 、 こ れ ま で の 日 本 で の 英語 教育 の や り 方 で あっ た の で 、 そ れ は ある 程度 や む を 得 な い 
点 が ある 。 し か し な が ら 、 こ の 様 に 、「 日 本 語 を 介し て 」 英 文 を 理解 する 方 法 に は 、 二 つ 
の 大 き な 欠 点 が ある 。 (1 ) 「 ツ ボ 1 」 で も 述べ た よう に 、 昌志 KS 
「 世 界 の 捉え 方 」 が か な り 異 な る の で 、 表 現 の 仕方 も 一 対 一 対応 し な い 。 そ の 結果 、 例 え 
ば 、 和 文 を 逐語 訳し た 様 な 英文 は 「 不 自然 な 英文 」 と な り 、 本 人 (日 本 人 ) は 「 正 確 に 訳 
し た 」 つ も り が か えっ て 英 米 人 に は 通じ な い 、 あ る い は 通じ に くい 、 英 文 に な る こと が し 
ば し ば ある 。[ 私 自身 、 初 め て の 学術 論文 を 英語 で 著 し た 頃 は 、 ま ず 和 文 を 考え て それ を 
英訳 し て いた が 、 ア メリ カ 帰 り の 教 記 に 「 こ ん な 英語 表現 は な い 」 と 注意 され 、 そ の 後 か 
ら は 、 初 めか ら 英 文 を 頭 で 考 えて 書く よう に な っ た 、 と いう いき さ つ が ある 。] (2) 日 
本 語 と 英語 で は 語順 が 異な る 為 、 英 文 を 、 そ の 和訳 を 介し て 理解 し て いた の で は 、 ど うし 
て も 話し 、 書 き 、 読 み の ス ピー ド が 上 が ら な いし 、 英 語 の ニュ ー ス や スピ ー チ や 講義 、 議 
論 等 に は どう し て も 付い て 行け な く な る 。 

従っ て 、 最終 的 に は 、「 英 文 を 英文 の まま 理解 する 」 事 が どう し て も 必要 に な っ て くる 。 











この 為 の 「 中 間 ス テッ プ 」 と し て 重要 な 訓練 法 は 、 英語 の 各 文 を 「 チ ャ ンク 」 と 呼ば れる 、 
ー つ の 意味 を な す (隣り 合っ た ) 単語 の 集まり に 「 分 解 ]」 し 、 チ ャ ンク の 間 に ス ラッ シュ 











他 に 、 そ れ を 直接 就職 する 語 (名) を ひっ くる め て も 良い 。 
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(?/”) を 入れ て 、 読 み 、 聞 き 、 話 し 、 の 練習 を 繰り 返す 事 で ある 。*“* 

その 「 第 一 段階 」 と し て は 、 各 単語 (もしくは 各 チ ャ ンク ) レベ ル で の 和訳 を し て も 良 

い *43・ 大 事 な の は 、 英 文 の 語順 通り に 理解 する 事 で ある 。( 従 っ て 、「 不 自然 な 」 日 本 語 で 
気 に せ ず 、「 形 」 よ り も 「 意 味 が 通っ て いる 事 」 を 重視 する 。) 

そし て 、 そ れ に 慣れ て きた ら 、「 第 二 段 階 」 と し て 、 英 語 の 単語 を いち いち 和訳 せ ず に 
理解 する 。 こ の 際 、 意 味 の 分 か ら な い 単 語 や 熟語 が で て きた ら 、「 英 英 辞 典 」 を 使っ て 、 英 

語 の まま で 意味 を 確認 する クセ を つけ る 。 初め は 慣れ な いか も 知れ な い が 、 こ う 言 う 「 訓 
練 」 を 繰り 返す うち に 、 徐 々 に 、「 英 語 モ ー ド の 頭 」 が 出来 上 が っ て 来る で あろ う 。 

そし て 、 完 全 に 慣れ た ら 、 チ ャ ンク の 間 に ス ラッ シュ を 入れ ず と も 、 自 然 に 「 英 文 を 英 
文 の まま 理解 する 」 こ と が 出来 る 様 に な る ハズ で ある 。 

私 は 、 英 語学 習 の 真 谷 は 、「 習 う よ り 慣れ ろ 」 に ある と 思っ て いる 。 い くら 、 頭 で ( 即 
ち 、 理 論 的 に ) 理解 し て いて も 、 実 用 レベ ル で 使え る 様 に な る 為 に は 不 十分 で あり 、 ど 
うし て も 、「 繰 り 返 し 、 練 習 す る 」 (即ち 、「「 体 で 覚え る 」) と いう 行程 (作業 ) が 必要 
ら 邊 つう で 来る @。 ご 全 言え 。 導 ま OS 1 日 あたり 適量 を 
楽し みな が ら 、 で きれ は ほ 毎 日 訓練 する の が 、 英 語 上 達 の カギ か も し れ な い 。 

皆様 方 の ご 健闘 を 心 よ りお 祈り する 。 





























9 「 行 間 」 を 読む 
江 澤 潔 | 手書き : 2020/12/31-2021/01/01: 電子 文書 化 : 2021/03/13] 


何で も そう だ が 、 文 章 を 読む 際 に は その 字面 ( じ づ ら ) だ け で な く 、 そ の 「 行 間 」 を 読 
む 事 が 重要 に な る 事 が 多い 。 (孔子 の 弟子 (使徒 ? ) の 中 で も 最も 賢い と され た ) 顔 回 は 
「 一 を 聞い て 十 を 知 」 っ た らし い が 、 そ こま で 行か な く と も 、「 行 間 」 を 上 手 に 読め れ ば 、 
一 行 に つき 2~<3 行 分 の 知識 (ある い は 「 啓 発 」) を 得 ら れる か も 知れ な いし 、 逆 に 「 行 
間 」 を 無視 し た ら 、 書 き 手 の 言わ ん と し て いる こと の 1/3 も 理解 で き な い か も 知れ な い 。 

特に 、 専 門 的 な 教科 書 や 論文 、 あ る い は 総説 等 を 読む 際 に は 「 行 間 」 を 読め る か どう か 
は 専門 家 と し て 死活 的 な 問題 に な り 兼 ね な い 。 そ こ で 、 こ こ で は 、 そ うい う 書 物 (ある い 
は 文献 ) の 「 行 間 」 の 読み 方 に つい て 私 が 思う と ころ を 述べ る 。 

まず 、 分 野 を 問わ ず 、 一 般 的 に 言え る 事 と し て は 、 現 在 読 ん で いる 文 (ある い は 段落 ) 





*42 一 番 大 雑 担 な チャ ンク の 分 け 方 は 、「S ( 主 部 ) 十 V (動詞 句 ) 十 (それ 以外 ) 」 で ある が 、SVOO や 
SVOO や 複 文 等 で は 、「( そ れ 以 外 )」 も 二 つ 以 上 の チャ ンク に 分 けら れる 。 
*43 これ は 、 同 時 通訳 者 養成 訓練 の 「 区 切り 聞き 通訳 」 に 似 て いる 。 
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で 引用 し て いる 文献 を 既に 知っ て いる か どう か ? が ある 。 引 用 文献 を 既に 読ん で いれ ば 、 
当然 な が ら 、 そ の 文 (や 段落 ) の 理解 度 は 向上 する 。 か と 言っ て 、 そ の 書物 (文献 ) で 引 
用 し て ある 文献 全て を 既に 読ん で いる 必要 は 普通 な い だ ろ う 。[ も し 必要 あっ た ら 、「 係 
引き 」 の 連鎖 で 文献 の 読み が スト ッ プ し 兼ね な い ! ] 今 、 読 ん で いる 書物 (文献 ) 中 で も 
重要 な 箇所 で 引い て ある 文献 や 、 そ れ 以 外 で も 重要 と 思わ れる 文献 だ け に 絞っ て 読む だ け 
で も 、 そ れ ら を 全く 読ん で いな いで 書物 (文献 ) を 読む の と 較べ れ ば 、 理 解 度 に 格段 の 違 
い が 生 じ る で あろ う 。 

次 に 、 数 学 (ここ で は 実用 数 学 と し て お く ) や 物理 (と り わ け 理 論 物 理学 )、 あ る い は 
他 の 数 理科 学 に 関す る 書物 (文献 ) に つい て を 考え る 。 こう 言う 書物 (文献 ) を 読む 際 に 
特有 の 「 行 間 」 の 読み 方 と し て 、 数 式 の フォ ロー が ある 。 

これ は 非常 に 重要 な こと で あり 、 こ れ を し っ か り と や っ て お か な いと 、 せ っ か く 読 ん だ 
その 書物 (文献 ) の 内 容 が 、 後 に 実際 に 自ら の 研究 等 で 使え る 様 な 「 有 機 的 な 」「 活 きた 」 
知識 と し て 身 に つか な い ! ! 今 、 読 ん で いる 書物 (文献 ) 中 に 数 式 が 登場 し た 場合 、 
ず 、 そ れ は 、(a) ここ で 導入 され た 「 公 理 」「 定 義 」「 仮 説 」 か? それ と も (b) 以前 に 示さ 
れ た 数 式 の 引用 か ? ある い は (c) それ ( ら ) か ら 導 出さ れ た も の か ? を 見 極め 、 い ずれ の 
場合 も その 数 式 の 意味 する と ころ を きち っ と 理解 し 、(a) の 場合 は それ が 導入 され た 理由 
( 裏 に ある 論理 ) を 理解 し 、(b) の 場合 は 引用 され た 文献 の 源 の 箇所 を チェ ッ ク し 、(c) の 
場合 は その 導出 の 「 行 程 」( あ る い は 「 道 筋 )) を フォ ロー する 事 が 大 切 で ある 。 

特に (c) の 場合 、 一 つの ( 不 ) 等 式 の 導出 が ノー ト 数 ペー ジ 分 に お よぶ 事 が し ば し ば あ 
り 、 そ の せい で その 書物 (文献 ) を 1 ペー ジ 読 む の に 数 日 か ら 一 週間 くぐら いか か る こと も 
た まにある 。 そ れ で も 、 そ こ で 諦め て し まっ た ら 、 そ の 知識 が 真 の 意味 で 「 身 に 付い た 」 
事 に は な ら な い の で 、 仮 に 一 了 皇 そ こ を 飛ば し て 読み 進ん だ と し て も 、 そ の 人 箇所 に は 付箋 で 
も し て お いて 、 ま た し ば らく 経っ た ら 読 み 返 そ う 。 次 に 読む と き に は 、 そ の 間 に 身 に つい 
た 他 の 知識 の 助け も あっ た り し て 、 意 外 と フォ ロー で きた りす る も の で ある 。 ま た 、 そ の 
様 な 「 一 筋 縄 に は 行か な い ( 不 ) 等 式 」 の 前 後に は し ば し ば 文献 が 引用 され て お り 、 そ の 
文献 に 導出 の 仕方 ある あい は その ヒン ト が 記述 され て いる 事 が 多い の で 、 ど うし て も 導出 法 
が 解ら な か か っ た り し た ら 、 そ うい う 了 引用 文献 を 参照 する 。* 

人 間 と いう の は 面白 いも の で 、 苦 労 し て 身 に 付け た 知識 や 技能 は か な り 長 期間 忘れ ず に 
いら れる が 、 楽 し て 身 に 付け た も の は すぐ に 忘れ て し まう も の で ある 。 そこで 、 書 物 や 文 
献 を 読む 際 も 、 せ め て 自分 の 専門 分 野 に 直接 関連 する 様 な 文献 や 書物 (ある い は その 人 箇 
























































*44 今 で は イン ター ネッ ト が 発達 し て いる の で 、 そ うい っ た 参考 文献 の 入手 や 閲覧 は 昔 と 較べ て 格段 に 容易 
に な っ た し 、 数 式 の フォ ロー 自体 、 適 切な キー ワー ド を 用 いれ ば 、 ひ ょ っ と し た ら 、 も っ と 容易 に 出来 る 
か も 知れ な い 。 






































83 


所 ) ぐら い は 、 丁 寧 に 参考 文献 を 調べ 、 数 式 を フォ ロー し て 、 じ っ くり と 読み た いも の で 
ある 。 そ う や っ て 身 に 付け た 専門 知識 ・ 技 能 は 必ず や あな た 自身 の 「 血 」 や 「 肉 」 となり 、 
その 後 の 研究 を 進め る 上 で 大 い に 役 立つ 事 で あろ う 。*⑳5 

さて 、 最 近 の (理論 的 ) 遺伝 学 な ど を 含む 数 理生 物 学 の 文献 等 を 読ん で 思う こと は 、 ど 
う も 怪し げ な 数 式 が 散見 され る こと で ある 。 あ る 場合 に は 、 最 初 に 「 仮 説 」 と し て 提示 さ 
れる 数 式 か らし て 怪し いし 、 ま た ある 場合 に は 筆者 ら の 定義 (説明 ) し た 「 処 方 せん 」 に 
沿っ て 計算 し て も 、 論 文 の 中 に 記述 され た 数 式 に 到達 で き な い こと も ある 。( そ し て 、 い 
ずれ の 場合 も 、 私 が 「 こ れ で 正しい ハズ だ 」 と 思う 数 式 を そこ に 置く と 、 あ と は うま く 
人 つう な り 和 る) 

一 方 、1980 年 代 以前 の 、 例 えば 集団 遺伝 学 関係 の 文献 を 読ん だ 際 に は 、 こ うし た 「 怪 し 
げ な 数 式 」 に 出会う こと は 稀 で ある 。 

私 が 思う に 、1990 年 代 の パソ コン の 普及 に よっ て 、 そ れ ま で は 数 学 が 得意 で な いと 容 
易 に 参入 で き な か っ た 分 野 (例え ば 集団 遺伝 学 ) に も 、 プ ログ ラミ ング さえ で きれ ば 、 数 
学 が さほど 得意 で な く と も 参入 で きる 様 に な っ た こと が 、「 怪 し げ な 数 式 」 の 増殖 の 一 因 
な の で は な か ろう か 。 

いく ら プ ログ ラミ ング が 正しく で き て も 、 そ の 基 と な る 数 式 自体 が 間違っ て いた ら 、 そ 
の プロ グラ ム は 間違っ た 答え を 出力 し 、 結 果 と し て それ を 使っ た 論文 は 間違っ た 結論 を 与 
えて し まう こと と な る 。 従っ て 、 近 年 の 数 理生 物 学 の 参入 者 達 に お 願い し た い の は 、 数 学 
部 分 も し っ か りや っ て 欲し いと いう 事 で ある 。( 自 分 が 数 学 が 苦手 な ら ば 、 数 学 の 得意 な 
人 の 助け を 借り て も 良い 。) 何故 な ら 、 間 違っ た (ある い は 「 怪 し げ な 」) 数 式 の 池 洪 は 、 
や が て その 数 理生 物 学 の 分 野 を 崩壊 させ 兼ね な いか ら で あ る 。 

また 、 で きる だ け 文 献 の 「『 行 間 』 を 読む 」 こ と を 徹底 し て 、「 怪 し げ な 数 式 」 を 発見 
し 、 修 正す る こと も これ か ら は 大 切 に な っ て くる や も 知れ な い 。 





10 終わ り に -「 物 事 を 習得 する コツ 」 に つい て て 
江 澤 潔 | 手書き : 2020/12/12-13 15: 電子 文書 化 : 2021/03/16-17] 


この 手記 を 終え る に あたり 、「 物 事 を 習得 する コツ 」 に つい て 、 私 の 思う と ころ を 語っ 
た お こり うり ど 思う 。 
世間 一 般 に 知ら れ て いる も の も 含め 、 物 事 を 習得 する (ある い は 何 か 目 標 を 達成 する ) 





*45 着 に 、 数 多く ある 文献 の 中 か ら 自 分 の 研究 に 深い 関係 の ある も の を 選ぶ 場合 に は 、「 斜 め 読み 」 等 、「 束 
読法 」 が 活躍 する か も 知れ な い 。 
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コツ と し て 、 私 が 今 思 いつ く の は 次 の よう な も の で ある : 


(1 ) その 物事 を 好き に な る 、 あ る い は それ に 興味 を 抱く : 

(2) その 物事 を 習得 する 事 が 死活 問題 に な る 様 な 状況 に 自分 を 追い 込む : 

(3) 大 き な 目 標 を 達成 する た め に は 、 ま ず そ れ や 自分 の 現状 を 分 析 し て 、 そ れ を 達成 
する の に 必要 な 「 小 さ な 目 標 」 を (現状 や 環境 に 合わ せ て ) 幾つ か 設定 し 、 そ の 小 
さ な 目 標 を 一 つ 一 つ 達 成す る 様 に する : 

(4) ((3) と 関連 し て 、) ドラ マ や RPG (ロー ルプ レイ ング ゲー ム ) の 主人 公 に な っ 
た つも り で 、「 習 得 す べ き 物 事 」 は あく まで も その 「 行 程 」 の 途中 の (「 レ ベル アッ 
プ 」 の 為 の ) 「 課 題 」 と みな し て 取り 組む : 

(5) (特に 暗記 事 に 関し て ) た だ た ん に 機械 的 に 暗記 する の で は な く 、 何 か 別 の 物事 
と 関連 づけ て 暗記 する : 

(6) ((5) の 特殊 例 と し て 、) 何 か を 覚え る 時 に は 、 そ れ に 関連 し た スト ー リ ー に 埋 
め 込 ん だ 形 で 記憶 する 。 


(1 ) に つい て は 大 方 の 人 々 は 納得 で きる で あろ う 。 人間 は 、 好 き な 、 あ る い は 興味 あ 
る 、 物 事 に 関し て は 、 他 人 に 強要 され な く て も 自発 的 に 調べ 、 覚 え 、 そ し て 少し くら い の 
困難 に ぶつ か っ て も 自分 自身 で 創意 工夫 し て 乗り 越え る も の で ある 。 皆 さん も 、 学 校 の 成 
績 は さほど か ん ば し く な く と も 、 自 分 の 好き な 対象 、 例 えば 、 昆 虫 、 戦 国 武将 、 飛 行 機 、 
自動 車 、 あ る い は 怪獣 、 等 々 、 に つい て や た ら と 詳し く 覚 えて いる 子供 達 が 身近 に いた り 
する だ ろう 。「 好 きこ そ 物 の 上 手 な れ 」 と いう こと わざ は 、 ダ テ に 存在 する わけ で は な い 
の だ ! 

これ を 応用 すれ ば 、 要 は 、 習 得 し な けれ ば いけ な い 物 事 が 好き に な れ ば 、 あ る い は それ 
に 興味 を 持て れ ば 、 習 得する 事 は さほど 苦 に な ら な く な る 、 と いう 事 で ある 。 し か し な が 
ら 、 こ れ は そう 簡単 な 事 で は な い 。 何故 な ら 、「 好 き 」「 嫌 い 」 と いう 感情 や 物事 へ の 「 興 
味 」 は 、 自然 に 湧い て くる も の で あり 、1 0 0 % 制 御 可能 で は な いか ら だ 。 た だ 、 一 つ だ け 
4 供 ( 達 ) に 口 や か まし く 「 勉 強し ろ 」 
と か が 言う 事 は 、 ほ ぼ 間 違い な く 子 供 達 の 興味 、 そ し て や る 気 を 奪い 、 逆 効果 に な る 、 と 言 
う 事 だ 。 

子供 に 習得 させ た い 物 事 が ある な ら ば 、 強要 する 代わ り に 、 例え ば 、 その 物事 に 関連 し た 
絵本 、 マ ン ガ 、 ゲ ー ム 、 映 画 、 等 々 、 と いっ た 「 エ サ 」 を 子供 の 目 の つ く 所 に そっ と 置い 
て お き 、 自 発 的 に 興味 が 湧く 様 に 仕向 ける 、 な ん て いう の は 一 つの 方 法 か も 知れ な い 。 














( 2 ) 「 火 事 場 の 馬鹿 力 」 と いう こと わざ (? ) も ある 様 に 、 人 間 は 本 当 に 追い 込ま れ た 
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状況 に 置か れる と 、( 恐 らく 大 量 の アド レナ リン を 分 泌 し て 、) 普段 の 実力 以上 の 力 を 発揮 
する も の で ある 。 私 が 聞い た こと の ある 話 で は 、 あ る 会 社 の 英語 の 苦手 な 社員 (当初 の 
TOEIO スコ ア が 4 0 0 未満) が 、 い き な り 米国 の 支社 (? ) に 単身 で 飛ば され 、 一 年 経っ 
て 帰っ て きた ら 、 NIME 0 こなつ て いた 、 そ ぞう で ある 。 
同様 に 、 自 分 を そう せ ざ る を 得 な い 状 況 に 追い 込み 、 更 に 「 退 路 」 を 絶っ た な ら ば 、 そ 
れ ま で の 実力 で は 習得 達成 で き な い 様 な 物事 を 習得 達成 で きる 様 に な る か も 知れ な 
。 (し か し な が ら 、 和 失敗 し た 時 は 文字 通り 「 死 」 か それ に 近い 様 な 結末 が 待っ て いる の 
で 、 そ れ 相 応 の 覚悟 は 必要 で ある 。) 











( 3 ) これ は 、 他 の 人 が 既に 唱え て いる こと の 受け 売り で ある 。( 例 えば 「 す ぐ や る ! 」 
( 交 原 洋平 著 、 文 響 社 ) 等 を 参照 ) よく 、「 新 年 の 抱負 」 等 が 実行 (ある い は 実現 ) 出来 
な い の は 、 あ まり に も 大 きす ぎる 目標 を 立て て し まう か ら で あ る 。 し か し な が ら 、 そ ん な 
「 大 き な 目 標 」 で も 、( 恐 らく 長年 か け て ) 達成 する に は 、 そ の 「 大 き な 目 標 」 を 分 析 し て 、 
幾つ か の 「 小 さ な 目 標 」 の 集合 に 分 解 し て し まえ ば 良い 。 そ し て 、 そ の 時 の 自分 自身 の 能 
力 等 の 現状 、 お よび その 時 か ら 先 に 続く 教育 カリ キュ ラム 等 の 環境 を 考慮 し て 、 そ の 「 小 
さ な 目 標 」 を 達成 し や すい 様 に スケ ジュ ー ル に 組み 込ん で いけ ば 良い 。 そ し て 、 大 切な 事 
は 、 そ の 様 な 、「 小 さ な 目 標 」 の 集合 や スケ ジュ ー ル 等 は 、 作 りっぱ な し に せ ず に 、 時 間 が 
経つ に つれ 、「 大 き な 目 標 」 へ の 理解 や 自分 の 現状 や 取り 巻く 環境 等 (お よび スケ ジュ ー 
ル の 進行 具合 ) が 変化 する の に 応じ て 、 更 新 す る こと で ある 。 

実は 、 私 自身 、 最 後 の 研究 プロ ジェ クト を や り 遂 げ ら れ た の は 、 予 めそ れ を 1 0 数 個 ~ 
2 0 数 個 の 「 小 さ な 目 標 」 に 分 解 し て 一 つ 一 つ 達 成 し て いっ た か ら で あ る 。 又 、 羽 生 結 弦 
選手 や 吉田 沙 保 里 さん の 様 な 、 国 民 栄 誉 賞 級 の ( 元 ) 超一流 スポ ー ツ 選手 達 も 、( そ れ が 
意識 的 に か 、 無 意識 に か 、 あ る い は 結果 と し て そう な っ た か の 違い は ある か も 知れ な い 
) を も まで 刷 開 ずる まで に は 、 愛 つゆ の 紅 間 | だ 振 で EX スズ だ し 。 スッ 人 
郊 平 選手 が 今 、 米 国 大 リー グ で 活躍 され て いる の も 、 そ うい っ た 「 大 目標 」 を いく つも の 
「 小 目標 」 に 分 解 し て 配置 し た 「 行 程 表 」 が あっ た か ら だ 、 と いう 話 も 聞く 。( ち な み に そ 
の 「 行 程 表 」 は 、 時 系 列 に あわ せ て 配置 し た 一 次 元 的 な も の と いう より も 、 中 心 の 「 大 目 
標 」 か ら 放 射 状 に 伸び た ネッ トワ ー ク 上 の も の で ある らし い 。( ダ イレ クト 出版 社 か ら の 
メー ル で 知っ た 。)) 比 暗 的 に 一 言 で 表現 する と 、「 ツ ルツ ル し た 大 き な 坂 道 は 登る の が 大 
変 だ が 、 そ こ に 段差 (ある い は 階段 ) を 設け れ ば 登る の が 楽に な る 。」 と 言う 事 で ある 。 

この や り 方 の も う 一 つの 利点 は 、 ど うし て も 達成 し た い 「 大 き な 目 標 」 の 為 に や ら ね ば 
な ら な い 「 小 さ な 目 標 」 が 、 た と え そ の 人 の 昔 手 な ある い は 嫌い な 分 野 に 及 ん だ と し て も 、 
「 大 き な 目 標 」 の 為 に 我慢 し て や り 通 し て 達成 習得 する の に 必要 な 「 意 欲 」 や 「 や る 気 」 
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が か きた て られ 易い こと で ある 。( ま た 、 こよ っ て は 、 単 な る 「 食 わ ず 嫌 い 」 だ っ た 
0 の 時 
コツ と 「 小 さ な 目 標 」 を 一 つ ず つ 成 し 遂げ て いく スタ イル は 成功 に 結び 付き や すい 。 


(4 ) 人 間 は 、 大 人 も 子供 も 、 ド ラマ や ゲー ム 、 特 に RPG (ロー ルプ レイ ング ゲー ム )、 
が 好き で ある 。 だ っ た ら 、 自 分 自身 の 人 生 を ドラ マ や RPG に 見 立て て 、 自 ら 主 人 公 に 
な りき っ て 日 々 の 課題 を クリ ア し て いけ ば 、 モ チ ベ ー シ ョ ン も 上 が る か も 知れ な い 。 こ 
の 時 、( 3 ) で 述べ た 様 な 、 ど うし て も 達成 し た い 「 大 き な 目 標 」 が ある 場合 は 、 そ れ を 
「 ゴ ー ル 」 に 見 立て て 、 そ の 為 の 「 小 さ な 目 標 」 を 途中 で の 「 課 題 」 や 「 障 害 物 」 に 見 立て 
て 、 立 派 な 行程 表 で も 作っ て 気分 を 高め れ ば 良い か も 知れ な い 。 


( 5) 物事 を 記憶 する 際 に 、 何 か と 関連 付け て 覚え る と いう の は 常 論 手 段 で ある 。AKB 
グル ー プ の と ある 人 気 ア イド ル も 、 何 百 、 何 千 人 も いる ファ ン の 顔 と 名 前 を 覚え る の に 
各々 の ファ ン の エピ ソー ド や 性 格 、 イ メー ジ 等 と 一 緒 に 覚え て いる と いう 話 を 聞い た こと 
が ある 。 学 校 の 勉強 で も 、 例 えば 、 日 本 政府 (内 閣 ) の 組織 図 を 丸ごと 覚え た 方 が 、 各 省 
庁 の 名 前 や 役割 を 別々 に 覚え る より も 、 況 らく 覚え や すい し 忘れ に くい 。 また 、 英 単語 を 
リン 似 た 意味 の 単語 や 反意語 も つい で に 覚え た 方 が 、 結 果 的 に 忘れ に くい し 、 よ 

多く の 単語 を 覚え られ る の で 得 で ある 。 更 に は 、 人 (よく や ら 
凍 ) ゴロ 合わ せ で 覚え る の も 結構 で ある が 、 に 加え て 、 例 えば 、 表 の 縦 に 並ぶ 
一 群 の 元素 (例え ば 、 IA 族 、VIIB 族 、 0 その 共通 性 質 と 伴 に 覚え れ ば 、 も っ 
と 忘れ に くく な る だ ろう 。 

そし て 、 以 下 に 、 現 在 の 日 本 の 教育 シス テム で の 「 盲 点 」 と も 言え る 重要 か つ 有 効 な 記 
憶 の 仕方 を 述べ る 。 一 言 で 言っ て し まえ ば 、 英 語 の 知識 を 加味 する の で ある 。 

皆さん は 恐らく 、 中 学 や 高校 の 社会 笠 の テス ト で 、 国 際 機 関 の 略 称 、 例 えば GATT や 
ユネ スコ (UNESOCO) 等 と 、 そ の (か な り 長 た ら 2 
問題 に 出くわし た こと が ある だ ろう 。 で も 、 こ の よう な 問題 は 、 英 語 圏 の 子供 達 に は 何 の 
人 No oP の 「 ロ 
頭 文 字 を 取っ て 来 た だ け だ か ら だ 。( 但 し 、「 略 称 か ら フ ルネ ー ム を 答え ろ 」 と いう 問題 な 
ら 成 立 する 。) 逆 に 言え ば 、 そ れ を 利用 すれ ば 、 国 際 機 関 の 略 称 と 正式 名 称 の 対応 は 、( 英 
語 さ え 理 解 & 記 憶 す れ ば ) 簡単 に つけ られ る 。 例 えば 














賠 称 | [正式 名 称 (英語 ) ] [正式 名 称 (日 本 語 ) | 
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こう し て 関連 付け て 覚え る と 、 先 ほど の 対応 づけ を 間違え る こと は ほとん ど な く な る し 、 
更に は 、 英 単語 も 覚え られ る の で 「 一 石 二 島 」 で ある 。 

また 、 皆 さん の 中 に は 、 元 素 記号 と 元素 名 の 対応 を 覚え る の に 苦労 し た 人 々 も お られ る 
だ ろう 。 こ れ も 、 元 素 名 の 英語 を 知っ て いれ ば 、 ほ と ん ど 苦 労 な く な る 。 例 えば : 








日 本 語 名 | [英語 名 | [元素 記号 | 
水素 っ hydrogen 一 H 
酸素 oxygen ブー O 
ン 必 っ 。 Huorine 王 F 
りみ っ 。 phosphorus P 
硫黄 つ 。 sulphur ーー S 





と いっ た 具合 で ある 。 これ も 、 元 素 名 と 元素 記号 の 対応 だ け で な く 、 そ の 英語 名 も 覚え ら 
れる の で 「 一 石 二 島 」 だ ! ! 


[ 但し 、 中 に は この ルー ル に 従わ な い 元 素 も 幾つ か ある か ら 要 注意 で ある 。 例 えば : 
日 本 語 名 ] [英語 名 | [元素 記号 | 
天 TK UK つ 。 sodium ーッ Na 


SS 


な ウム っ potassium 。 つつ < K 


鉄 ー> iron っ Fe 

銀 つ 。 silver っ <+ Ag 

金 っ gold つぐ ヶ Au 

等 で ある 。 こ れ ら の 元素 記号 は 、 ギ リ シ ャ 語 や ラテ ン 語 、 あ る い は ほか の ヨー ロッ パ 言 語 


が 由来 らし い 。] 

も う 一 つ 、 英語 の 語 緊 力 (ボキ ャ ブラ リー、vocabulary) を 飛躍 的 に 増大 させ る 「 秘 策 」 
(別に 隠し て いる 訳 で は な い が 、、、) を 教え よう 。 そ れ は 、 常 に 英 単語 を その 「 構 成 要素 」 
に 分 解す る クセ を つけ る 事 で ある 。 多 く の 英 単語 は 、「 接 頭 辞 十 語 幹 十 接 尾 辞 」 に 分 けら 
れ 、 接 頭 辞 が 意味 を 強め た り ひ っ くり 返し た り の 役割 を 果たし 、 接 尾 辞 で ある 単語 か ら 別 
の 品詞 の 単語 を 作っ た りす る 事 が で きた りす る 訳 で ある が 、 語 幹 自身 も いく つか の 「 構 
成 要 素 」 に 分 けら れる 場合 も ある 。 例 えば 、 日 本 語 で 「 デ ヒド ロ ゲ ナ ー ゼ 」 と 呼ば れる 酵 
素 の 英語 名 は 、dehydrogenase で 、de- 十 hydrogen 十 -ase と 分 解 さ れ 、de- で 「 取 り 除 
く 」、hydrogen は 「 水 素 」*9、 -ase は 「 酵 素 」 を 意味 する の で 、 全 体 で 「 脱 水素 酵素 」 と 
訳せ る 。[| ちな み に 、「 デ ヒド ロ ゲ ナ ー ゼ 」 は 恐らく ドイ ツ 語 由来 の 日 本 語 読み で 、 英 語 
で は 、「 デ ィ ー ハ イド ロジ ェ ネ イス 」 の 様 な 発音 に な る ハズ な の で 要 注 意 ! !] 同様 に 、 ホ 
ル モ ン の 一 種 で ある 「 ア ドレ ナリ ン 」 は 、 英語 で は adrenaline で 、ad- 十 renal 十 -ine と 
分 解 で き 、ad- は ( 対 ら く ) 「 付 加 的 な 」「 副 次 的 な が 」 と か そん な 意味 で 、renal が 腎臓 に 関 
連 す る 形容 詞 、 そ し て -ine で ( 玖 ら く ) ホル モン 等 の 化学 物質 を 意味 し 、adrenal gland 
が 「 副 腎 」 で ある こと も 知っ て いる と 、 adrenaline だ け で 、 副 腎 か ら 分 泌 さ れる ホル モ 
ン で ある 、 と いう 「 予 測 」 が で きる (の で いち いち それ を 暗記 する 必要 が な い )。 

この 様 に 、 特 に 学術 的 な 難し い 物 事 を 表現 する 英 単語 は 、 ラ テン 語 や ギリ シャ 語 由来 
の 「 構 成 要素 」 を 幾つ か 組み 合わ せ て 産み 出さ れ た 単語 が 非常 に 多い 。 逆 に 言え ば 、 そ の 
様 な ギリ シャ 語 や ラテ ン 語 に つい て 多く 知っ て お け ば お く 程 、 新 し く 出 くわ し た 単語 の 
意味 の 目 尾 を つけ や すく な る (し 、 実 際 、 欧 米 の 人 々 、 特 に 研究 者 達 、 は 大 抵 普 段 か ら そ 














*46 これ も 実は hydro 十 -gen と 分 解 で き 、hydro で 「 水 」 関 連 の も の を 指し 、 -gen が 「( 何 か の 元 と な る ) 
物質 」 を 意味 する 。 
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二 4 

日 本 語 の 場合 、 難 し い 語 は た いて い 漢 字 、 も し く は 漢字 熟語 で 表現 され る が 、 我 々 は 漢 
の 折半 全 人 
首 を 持つ 漢字 は 似 た 意味 や 発音 を 持っ て いる 事 が 多い こと を (日 常 の ) 経験 か ら 知 っ て い 
る の で 、 新 し く 出 くわ し た 漠 字 や 漢字 熟語 で も (正確 に と まで は いか な く と も ) 何と な く 
意味 が 推測 で きる 事 が 多い 。 英 語 の 場合 も それ と 同様 で あり 、 そ こ で は 、 日 本 語 に 対す る 
中 国語 (漢字 ) の 役割 を 、 ギ リ シ ャ 語 や ラテ ン 語 が 果たし て いる 、 と 言え る の で ある 。 

(だ か ら 、 そ れ を 利用 し な い 手 は な い ! ! ) 

また 、 こ の 様 に 英 単語 を 「 構 成 要素 」 に 分 解す る クセ を つけ て お く と 、 必 人 然 的 に 、 共 通 
し た 構成 要素 を 持つ 単語 同士 を まとめ て (ある い は 関連 付け て ) 憧 え る 機会 が 生じ 、 更 に 
記憶 し や すく 忘れ に くく な る 。 

7 最近 日 本 で は カタ カナ 英語 が 昔 よ り も 頻繁 に 飛び 交 う 様 に な っ て 
来 た が 、 私 は 二 つ の 理由 で これ を お 勧め し な い 。 一 つ は 、「 英 米 人 は 決し て そん な 発音 を 
し な い ゾ ! 」 と いう こと で あり 、 も う 一 つ は 、 こ こ で 述べ た 様 な 「 構 成 要素 」 へ の 分 解 が 
分 か り に くく な る か ら だ 。 英語 は で きる 限り アル ファ ベッ ト 表 記す る 様 、 お 勧め する 。] 











(6 ) 人 間 は スト ー リ ー が 好き な 動物 で ある 。 従 っ て 、 覚 えな けれ ば いけ な いり い 物事 を ス 

トー リー に 埋め 込ん だ り 、 ス トー リー 仕立 て に する 事 に より 、 昼 え や すく な る か も し れ な 
。( 注 : 単なる スト ー リ ー で は な く 歌 で も 良い 。) 

の 告 る と 、 私 は 社会 科 の 科目 の うち で 、 地 理 や 公民 より も 歴史 の 方 が 好き 
だ っ た し 得意 で あっ た 。 これ も 、 歴 史 の 史実 は 年 代 順 に 並べ られ て いる の で 、 そ れ だ け で 
スト ー リ の 要素 が 生ま れる 事 も ある だ ろう し 、 様 々 な 登場 人 物 の 活躍 の 裏 に は 必ず 何ら か 
の スト ー リ ー が 存在 する も の な の で 、 興 味 を 抱き や すく 憶え や すい 事 が 背景 に あっ た の か 
も 知れ な い 。 これ を 利用 する と 、 例 えば 、 地 理 に お ける ある 地域 の 産業 の 発展 や 、 公 民 に 

お ける ある 政治 制度 の 設立 お よび 発達 の 裏 に ある いき さ つ や 関係 人 物 達 の 活躍 等 の 「 小 歴 
史 」 を スト ー リ ー 仕 立て に し て 語り 、 そ の 中 に 覚え る べき 物事 を 埋め 込ん だ りす れ ば 、 よ 

り 憶え や すく 忘れ に くく な る か も 知れ な い 。 
更に 、 私 が 小学 生 の 頃 か ら ず っ と 理科 が 好き で 得意 た っ た の も 、 小 学校 低 学 年 の 頃 か 
ら 、 様 々 な 、 子 供 向け に 科学 を 説明 し た 本 や 有名 な 科学 者 達 の 伝記 等 を 読ん で 、 科 学 に 関 
する 歴史 や スト ー リ ー を よく 知っ て いた 事 が 、 一 つの 要因 だ っ た か も 知れ な い 。 これ も 、 
学校 で 理科 を 教え る 際 に も 、 そ うい っ た 科学 に まつ わる 歴史 や スト ー リ ー も 一 緒 に 織り 込 
ん で 教え る 事 に より 、 単 な る 知識 (事実 ) の 維 列 だ け を 教え る より も 身 に 付け させ や すく 
で きる か も 知れ な い 。 
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以上 が 、 私 が 今 思 いつ く 「 物 事 を 習得 する コツ 」 に 関し て 思っ た 事 で ある 。 要約 する 
と : 物事 を 習得 し た り 成 し 遂げ た りす る に は 「 や る 気 」 や 「 意 欲 」 を か きた て る 事 が 不可 
欠 で ある : それ ら な し で 出来 る の は せい ぜ い 、 自 分 の 実力 の レベ ル を 大 きく 下回っ た 物事 
だ け で あろ う 。 そ し て 、 自 分 の (現時 点 の ) 実力 を 超え た 事 を 成し遂げ た り 、 新 た な 物事 
を 習得 し て レベ ル ア ッ プ を 図っ た りす る 際 に は 、 目 標 を 細切れ に し た り 、 関 連 する 物事 を 
一 緒 に 覚え た りす る 等 の 工夫 を し て 、 自 分 の 努力 が は か どり や すく する と 良い 。 


世の中 で は 、 上 に 述べ た 以外 に も 様々 な 「 コ ツ 」 や 「 ノ ウ ハ ツ ウ (know-how)」 が (本 な 
ど で ) 出回っ て いる こと と 思う が 、 皆 さん が それ ら の 中 か ら 自 分 に 合っ た 方 法 を 適当 に 選 
択 し 、 組 み 合 わせ て 、 自 分 自身 の 「 望 み 」 を 遂げ られ る 様 に 心 よ り 願 っ て いる 。 





2020/12/13 (日 ) 江 澤 漆 
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人 . 動 径 ベク トル ( (7 ) B. 位置 空間 中 で の 
と 角速度 (o ) 速度 ベク トル ( (j ) 


35 位置 空間 に お ける (等 速 ) 円 運動 の 動 径 ベク トル 、 角 速度 、 お よび 速度 ベク トル 。A. 動 
径 ベク トル ( 選 ⑰) と 角速度 (。)。B. 速度 ベク トル (⑰( の ) は 接線 方 向 な の で 、 動 径 ベク トル と 
直交 する 。 














条 遺 


補遺 人 等 速 円 運動 の 加速 度 、zm - ア ( 告 ) 、 の 初等 的 
導出 


江 澤 潔 [手書き : 2020/11/30: 電子 文書 化 : 2021/02/17] 








円 運動 、 あ る い は ある 「 中 心 点 」 (O で 表す ) を 基準 と し た 運動 、 を 記述 する と き に よ 
く 角 速度 ( の ) を 導入 する 。 こ れ は 単位 時 間 あ た り に 増え る 角度 の こと で 、( 微 小 ) 時 
間 Az が 経過 する 間 に 増 えた (O を 基準 と し た ) 角度 は ゅ A7 で 与え られ る 。 す る と 、 半 
径 及 の 等 速 円 運動 に お いて 時 間 A: の 間 に 物 体 が 描い た 弧 の 長 さ は 朋 ひ A7 で 与え られ 
( 図 35 A)、Ar ~ 0 の 極限 で 、 物 体 の 速度 は 大 き さ が ( 及 o A7 / A7 ニア の で 、 そ の 
方 向 は 接線 方 向 、 す な わ ち 半径 と 垂直 方 法 と な る ( 図 35 B)。 

その 速度 ベク トル の 描く 軌跡 を 2 次 元 グ ラフ に プロ ッ ト す る と 、 そ れ も (半径 の の ) 
等 速 円 運動 と な り ( 図 36 A)、 加 速度 は 「 速 度 の 速度 」 な の で 、 大 き さ が am ふ = o? 
で 向き は 「 速 度 ベ ウト ル 」 が 描く 円 の 接線 方 向 と な る ( 図 36 B)。 そ れ は 、 も と も と の 位 
置 ベ クト ル (即ち 半径 ) 旭 ( 図 35 A また は B) の 「 垂 直 の 垂直 」]、 つ まり 、 半 径 と 平行 
だ が 逆 向 き と な る ( 図 36 B)。 
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人 A. 速度 ベク トル (0) ) B. 速度 空間 中 で の 
と その 増分 加速 度 ベ クト ル (3(7) ) 


36 速度 空間 に お ける 等 速 円 運動 の 速度 ベク トル と 加速 度 ベ クト ル 。 A. 速度 ベク トル (⑦ づ (の ) 
と その 増分 。. 加速 度 ベ クト ル (@( の ) は 接線 方 向 な の で 、 速 度 ベ クト ル と 直交 する 。 











ちな み に 、 円 運動 は 周期 ア で 一 周 す る 、 つ まり 、 角 度 が 27 ラジ アン (= 360? ) 増え 
る の で 、ow 7 ニー 27r、 即 ち 、 
の ーー (63) 





と な り 、 従 っ て 加速 度 (の 大 き さ ) は 


2 2r\* 
G 向 心 三 刀 の デア | ーー (64) 
の 2 か の 。 
[ 導出 終わ り ] 


[ 注 | これ も 、 位 置 ( 動 租 ) ベク トル の 極座標 表示 、 戸 一 月 @、 の 2 回 時 間 微 分 を 計算 す 
れ ば 、 以 下 の 様 に 形式 的 に 導出 で きる *37。 
まず 、 一 般 的 に 、 中 心 点 (O) を 基準 と し た 2 次 元 平面 内 で の 運動 で は 、 


りー g。 十 2 旭 9e5 十 9g 十 の の 
ー (アー 旭 (の 2 う 呈 十 (2 が 9 の @ (65) 


三 有 アー アル 6 と アニ アル中 十 @ , 
が 








*47 見 や すく する 為 、 こ こ で 時 間 微 分 の ドッ ト 表 示 、4(7) 全 4())、 を 用 いた 。 
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が 成立 する 。[ た だ し 、 上 記 で 、 ぢ は 速度 ベク トル 、 は 加速 度 ベ クト ル 、 即 = | 所 | は 動 
径 ベク トル の 大 き さ (つま り 中 心 点 (O) か ら 物体 まで の 距離 )、@。 は 動 径 方 向 の 単位 ベ 
クト ル 、@ は 角度 (9) が 増す 方 向 の 単位 ベク トル (@。 と 直交 する ) で あり 、 基 本 的 な 関 
係 式 、w = 9 みお よび ある = ニー のみ w、 を 用 いた 。] 

この 一 般 式 ( 式 (65) ) に 等 速 円 運動 で 成立 する 式 、 朋 一 朋 ニ 0、9 = ぃ 、 お よび 9=0、 
を 代入 する と 、 加 速度 ベク トル は 、 




















あ 人 た の: 当ら こ 、 こ 用 の (66) 





と な り 、 初 等 的 な 導出 法 と 同じ 結果 が 機械 的 に 得 ら れる 。 

こう いっ た 形式 的 な 導出 は 、 慣 れ て し まえ ば 非常 に 便利 で 強力 な 武器 と な り 得 る 。 が 、 
その 一 方 で 、 こ うい う 数 式 の 形式 的 操作 に 拘 泥 し て し まう と 、「 問 題 の 本 質 」 を 見 失う 恐 
れ が 大 い に あ る の で 注意 が 必要 で ある 。 その 為 、 前 述 の 様 に 「 問 題 の 本 質 」 を 捉え た 初等 
的 な 、 あ る い は 直感 的 な 、 導 出 法 も 知っ て お く と 、 応 用 の 範囲 が 飛躍 的 に 広がる 可能 性 が 
ある 。 














補遺 B 円 の 接戦 は 接点 を 共有 する 半径 と 直交 する こと の 
証明 


江 澤 潔 手書き : 2020/11/30: 電子 文書 化 : 2021/02/18-19] 


証明 (?) 1 


まず 、 直 線 が 円 周 と 2 つの 点 (4、 太 と する ) で 交わ る 場合 ( 図 37 A)、 円 の 中 心 ( 〇 ) 
と の あい だ に 二 等 辺 三 角形 、 へ O4 ぢ 、 が で きる 。 こ の 時 、O4 = の より 、 


7/O4 ど = ニ /O4 テ o<77/2 


が 常に 成り 立つ 。 [| 注 : ここ で は o は m/ZO4 ぢ の 略記 。] 

従っ て 、 も し 、 円 周 上 の ある 一 点 (4 と する ) を 通る 直線 が 、 半径 O4 と 鋭角 (ov < ァ 7/2) 
で 交わ る 場合 ( 図 37 A)、 上 述 と 同様 に し て 二 等 辺 三 角形 が 形成 され 、 2 点 で 交わ る の で 
その 直線 は 接線 で は な い 。 

また 、 も し 鈍 角 (2 > 7/2) で 交わ る 場合 ( 図 37 B)、 そ の 角 の (半径 O4 に 対し て ) 
反対 側 で は 鋭角 が 形成 され て いる の で 、 同 様 に し て その 直線 は 接線 で は な いと 言え る 。 
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4 


A. 証明 ( ? ) 1 用 (鋭角 )  B. 証 明 ( ? ) 1 用 ( 鈍 角 ) C. 証明 2 用 














37 円 の 接線 と 半径 が 直交 する こと の 証明 用 の 図 。A. 証明 (?) 1 用 (鋭角 で 交わ る 場合 )。 
B. 証明 (?) 1 用 ( 鈍 角 で 交わ る 場合 )。O. 証明 2 用 。 





























従っ て 、 直 線 が 円 と 接する 、 即 ち 、 円 周 と 一 点 (4 と する ) だ け を 共有 する 為 に は 、 半 
径 (O4 ) と 直交 する 必要 が ある 。 

[証明 (?) 1 終わ り ] 
[ 筆者 コメ ント ] これ は 背 理 法 っ ぽい が 、 ど こと な く 不 完全 感 が あり 、 モ ヤ モ ヤ す る 。 


証明 2 


[| これ は いさ さか ニュ ー ト ン 的 な 証明 と 言え る か も 知れ な い 。] 

接点 を 、 円 周 上 の 2 点 (4 と 太 と する ) で 交わ る 直線 の 、4 と 万 を 限り な く 近 づけ て 
一 致 さ せ た 時 の 極限 と し て 実現 する 。 

2 つの 半径 、 〇 の 4 と O、 の 間 の 角度 を 妨 /4O = o と 略記 する と ( 図 37 C)、 直 線 
と 半径 が 交わ る 角度 は 、 


7/O4 ア ど ニ /O4 = テ (ケーm/40)/2 ミ (7ーo)/2 
例え ば 点 4 で 円 周 と 接する 接線 は 、 点 を 点 4 に 限り な く 近 づけ た 極限 、 


o 一 ヶ 0 





で 実現 で きる 。 そ の 時 、 接 戦 と 半径 と が 交わ る 角度 は 、 上 の 結果 を 利用 する と 、 





7/O4 ど ニテ (7ーo)/2 0 7/2 


よっ て 、 円 の 接線 は その 接点 を 共有 する 半径 と 直交 する 。 
[証明 2 終わ り ] 
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A. 場合 i) 用 B. 場合 i) 用 B. 場合 ii 用 





図 38 中 心 角 と 円 周 角 の 間 の 関係 。A. 場合 i) 用 。 せ . 場合 i) 用 。C. 場合 后 ) 用 。 

















補 人 遺 C 中 心 角 と 円 周 角 の 間 の 関係 の 導出 (証明 ) 
江 澤 潔 | 手書き : 2020/11/30: 電子 文書 化 : 2021/02/18-19] 


ここ で は 、「 完 全 自 給 自足 」 を 期す 為 に 、 あ る 弦 (4 ぢ と する ) に よっ て 張ら れ た 中 心 
角 の 角度 が 同じ 弦 に よっ て 張ら れ た 円 周 角 の 角度 の 2 倍 で ある こと を 証明 する 。 


| 注 : 以下 に 示す 証明 法 は 、 標 準 的 な 教科 書 で よく 見 られ る も の で ある の で 、 既 に 知っ て 
いる 方 は 読み 飛ば し て 頂い て 構わ な い 。 |] 





以下 、 円 周 角 を 成す 4、 万 以外 の 円 周 上 の 点 を ご C と 表す 。( 従 っ て 、 円 周 角 は /4C 
と 表 さ れる 。) 三 つ の 場合 に 分 け て 考え る 。 
i) 円 周 角 を 成す 一 辺 (4C) が 円 の 中 心 (O) を 通る 場合 ( 図 38 A) 
先ず 、 へ OC は 、O ぢ = OC の 二 等 辺 三角 形 で ある の で 、 
7 ひど = 0 ニ 4 
次 に 、 へ Op の 内 角 と 外角 の 関係 より 、 


7/40 ど = 0 どじ 十 0C ア = 2 娘 /4C だ お 
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上 式 の 最 左 辺 は 竣 4 ぢ に よっ て 張ら れ た 中 心 角 の 大 き さ 、 最 右辺 は 同じ 弦 に よっ て 張ら 
れ た 円 周 角 の 大 き さ の 2 倍 で ある 。 こ れ は まさ に 、 導 出し た い 関 係 式 で ある ! 

[証明 1) 終わ り ] 
ii) 円 の 中 心 (O) が 円 周 角 (4C) の 内 側 に ある 場合 ( 図 38 B) 


この 時 、 補 助 線 と し て 、 点 C を 通る 直径 を 引き 、 そ の 反対 側 の 端点 を と する 。 
先ず 、 弦 4 の り に 対し て は 、i) の 状況 が 成立 する の で 、 


7〆4 ひ 0 り = テ 2 妨 /4C の 
又 、 弦 の に 対し て も 、i) の 状況 が 成立 する の で 、 
7 = 2 娘 / の ピア ど 
上 の 2 つの 等 式 を 辺 々 足し 合わ せる と 、 
7/4O ど ニン 4 の 0 の 十 / の Op ぢ = 2 x (4 どり 十 の C ぢ ) = 2 4C ぢ 


[証明 ii) 終わ り ] 


ii) 円 の 中 心 (O) が 円 周 角 (4C 万 ) の 外側 に ある 場合 ( 図 38 C) 


この 場合 も 、 補 助 線 と し て 、 点 〇 を 通る 直径 を 引き 、 そ の 反対 側 の 端点 を と する 。 
先ず 、 弦 の 刀 に 対し て は 、 状 況 i) が 成立 する の で 、 


7 = 2 娘 ン の C ぢ 
又 、 蓄 の 4 に 対し て も 、 状 況 i) が 成立 する の で 、 
7 の O4 =2 娘 / の 4 
1 番目 の 式 か ら 2 番目 の 式 を 辺 々 引く と 、 
7/4 ひ = 久 / の O 一 罰 / の O4 = 2 x (Z の どど 一 / の 4) = 2 4C ぢ 


[証明 ii) 終わ り ] 
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補遺 D ガン マ 関 数 と ベー タ 関 数 
江 澤 潔 


ガン マ 関 数 、 T(z)、 


と ベー タ 関 数 、(z,)、 は 微積分 を 有 





[手書き : 2020/12/06: 電子 文書 化 : 2021/02/27-03/01] 


上 い た 数 学 解析 の 問題 に 頻出 す 


る 重要 な 関数 で ある 。 こ こ で は 、 そ れ ら の 定義 と 性 質 を お さら いし て お く 。*% 


主 穫 


D.1 生 


定 

















1(z) 上 4 0 っ (67) 
0 
1 
万 (zZ,7) = みみ が (1 一 の 9 (68) 
0 
D.2 ガン マ 関 数 の 性 質 
(1) T(z 1) = ァ zT(Z) (>0 に 対し て ) 
| 証明 ] 
5 ター を の d ー4 
re+ サ = ニ / ⑰ だ e 計 の ダ 一 (-ーe) 
0 0 2/ 
寺泊 みそ (の ) の 
還 寺 す あ 、 ご 「6 
三 0 +/ か に Ne 三 の E(Z) (69) 
0 
| 証明 終わ り ] 
(2) T(1)=1: 正 の 整数 ヵ に 対し 、T(z 二 1)= テ 7 (2 ー)…2・1 
| 証明 ] 
T(1) 上 の が で 6 2 e“ー[ーe 引 上 
0 0 
*48 ここ で は > と? は 正 の 実数 と し て お く が 、 解 析 接 続 に よっ て (0 と 負 の 整数 値 を 除い た ) 全 複 素平 面 上 


に 定義 を 拡張 で きる ハズ で ある 。 
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7 軸 (s=172) 


g 軸 ( ゞ =1) 


図 39 ベー タ 関 数 を ガン マ 関 数 の 関係 を 導出 する 際 に 使う 積分 変数 変換 。 赤 で 示し た の は 、 新 
し い 積 分 変数 、s と ヵ に 関す る も の 。 


ME 区 0(79 和 (PP7 ICE を ニ デニ も 0 に 中 に ゴリ 
(3) T(3) = yr 正 の 整数 p に 対し 、P(p+3)=(mー3)-ー0…』 
証明 ] まず 、 最初 の 等 式 で 積分 変数 を ゎ ー ど /2 と 置き 換え る と ( 当 一 』07⑦ー! な の で 


1 CO CO CO 
T 妥 ー / の が 2ー1。 を 一 24》 凍 2/ の ⑰ eP 一 ツア 
2 0 0 0 


ここ で 一 番 最後 の 等 式 は 、 補 遺 世 で 導出 され る 。 次 に 、 


MODOGDDOGIEIOGDEHHDED 


[ 証明 終わ り ] 


ュ ン デー 


D.3 ベー タ 関 数 を ガン マ 関 数 の 関係 
(4) 


ェ ーー 


証明 ] 
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まず 、 ガ ンマ 関数 の 積 を 、 


Fr の T の =/ eer/ we_ewー/ aw/ し) 
1 - - (70) 


と 変形 し 、 次 に 、 積 分 変数 、w と ぃ 、 を 


WSttsy。 0 Na | 





と 、 新 た な 変数 、 た と s、 に 置き 換え る ( 図 39 参照 )。 こ の 時 、 
の (%. 9) 5 1 一 s ョ 
の (45) な 











従っ て 、 式 (70) は 更に 変形 で き て 、 


り =/ w/ 9s た (75) (人 (1 一 s))? た w/ Zs ピタ ー1 9ー1(1 一 5)9ー1 朋 
ニ 0 MRMEe gs 5"1(1ー5)9 トーT(Z 十 の) 太 (z, の ) 
0 0 


この 等 式 は 、 求 め た い 関 係 式 (4 ) と 同等 で ある 。 
証明 終わ り ] 


ェ ーー 


D.4 ベー タ 関 数 の 性 質 


(5 ) 戸 ( が 90 三戸 (の 227 (しみ シン D 対 し C) 


ェ ーー 


証明 ] 
ア (z,9) の 定義 の 式 で 、 積 分 変数 を た か ら s ニ 1 一 {に 置き 換え る と 、 


0 1 
(zz,9) =/ (gs) (1 一 8)"ーTs9ー バ =/ 5 9 (1 ー が = の 9) 
| 証明 終わ り ] 


(6) (z,9>0 に 対し て 、) z ぢ (z,y 十 1) ニッ ジ (z 二 1, の ) 


証明 1 ] 


ェ ーー 


1 1 
ヶ ぢ ( ァ ,y 十 1) コリ 大 1 ユー6? の の 1ー の" 
0 o 飛 
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PPG-9 和 5 ナル を (Gー の の 
。 0 +/ が (1 一 の 9 トー ニッ ジ (Z 十 1 の 
0 


[ 証明 1 終わ り ] 


ェ ーー 


証明 2 ] 
ベー タタ 関数 と ガン マ 関 数 の 関係 を 用 いて 、 

- EZ) 信二 1) TO 二 1 TO の W エ 1 1TZ よ 1 りり の 、 
52 T(z 二 9 寺 1) TLT(zTg+1)0 TLTGT タ +1) の 9) 


[ 証明 2 終わ り ] 











(7) >0 に 対し て 、) (z,1) = 1/z 


ェ ーー 


証明 ] 


1 1 H 
Bm)=/ の “ロー が コー リ りー | 
0 0 北 記 





[ 証明 終わ り ] 


(8) ( 正 の 整数 %、y に 対し て 、) (wm) = on 














(みみ 十 7m 一 1)! 
[ 証明 1 ] “9 
③④ T(%) T(7) @②) (%ー1)! (ーー1)! 
0 エ a 二 約 ) (e+mー ニ 1 
| 証明 1 終わ り ] 
| 証明 2 ] 
(6⑥) 7% 一 1 1 9. @⑨ (ご 1) Cp 一 SA 
(7,72) ーーー ゼ (7 十 1. ( 邊 全 RRBHSSPRSS22 十 1,1) 
(⑦ (一 1)! (ーー) し (1) 
ー 2・( 十 1)…・(2 十 一 2)9・(% 十 宛 一 1) (2 土 婦 一 1)! 














*49 以後 、 三 / は 、 等 式 を 示す の に 性 質 (X) を 用 いた こと を 意味 する こと と する 。 
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ェ ーー 


証明 2 終わ り ] 








(9) ( 正 の 整数 ヵ お よび o>0 に 対し て 、) 万 (o, ヵ ) = ここ 
[| 証明 ] 
(OON0000 MM 。 ( ゅ ー1) 
) T(o 十 多 ) (e キ ター1)…・oT(g) oe・(e 填 1)…((@ 二 7ー1) 


[ 証明 終わ り ] 
(10) (非負 の 整数 に 対し て 、) 


T (』) FT(2p エ 1) ニ 2 全 エ (+ 5) T( 二 1) 


[ 注 : ちな み に こ の 式 は 、 定理 6.8 の 証明 (導出 ) の 際 に 用 いた 積分 7/。 の 二 つ の 導出 結 
果 が 同等 で ある こと を 示す 際 に 登場 し た 。] 








[ 証明 ] 


1 (2)(③) 0 1 1 
27 ュ プ バー り 277 = に Az lee に | 


(2 一 1)・(27x 一 3)…・1 


本 7 





[ 証明 終わ り ] 


補遺 上 ガウ ス 積 分 の 導出 
江 澤 潔 手書き : 2020/12/06-07: 電子 文書 化 : 2021/03/07-09] 


ガウ ス (Gauss) 積分 、 お よび その 一 般 化 と 修正 は 、 恐 らく 数 理科 学 の 分 野 で 最も 頻繁 
に 使わ れる 積分 で ある 。 こ こ で 、 ガ ウス 積分 の 性 質 お よび その 導出 法 を お さら いす る 。 
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(XY, 
ー(rcos の ,rsin の ) 


図 40 (ガウ ス 積 分 を 計算 する 際 に 用 いら れる ) 2 次 元 平面 の 極座標 。 


E.1 単 変数 ガウ ス 積 分 
E.1.1 基本 


1 
g>0 の 時 dz e-27 ー ニ 四 
0 2Vo 


(G の "=/ 26/ 2 247 争 委 還 加 gr / dge 9" オ の ) 
0 0 0 0 


ここ で 図 40 の 様 に 、 極 座標 (7, ゎ ) を 導入 する と 、(Z, 9) = (7cose, 7sine) (0 く <7< 
50 SW/20 00 も か の の 8 、 ヤ ョ ヨ ビ アン は 。 





の O(z, 9) | cose Sim の こさ 
_ | -7sin の 7cos の | 


よっ て 、 


oo 7/2 oo 
2 sei 光 ニート 9 ーor 
1 で (@)} =/ ヶ / 9 の 7e ーー 電 2/4 壇 (e ) 
旬 2 ゲ アーC で oO を 





牙 4 rー0 4 





*50 今 必要 な の は 第 一 象限 (cz, ッ > 0) の みな の で 、 の の 上 限 は r/2 と な る 。 
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即ち 、 


[ 導出 終わ り ] 


[ 注 : 私 は この 導出 法 以外 は 見 た 事 が な い 。 も し 違う 導出 法 を 知っ て いる 人 が いた ら 教 え 
て 欲し い 。 ] 


1 信 モー ンド 
正 の 整数 7 に 対し : 














[導出 1 ] 
正 の 整数 ヵ に 対し 、G。(o) gz ze-2” と 置く と 、 
1 ー1 2 
WW = / 2 一 上 1 て アァ リー@Z 
の / 枯 2 誠 『 
ーー ーー カー1 一 gg? Mi ( d 一 1 1 ーgg^ 
ーー 6 本 +/ Z 支 e ) 守 6 
』 人 7/ ァ 7ー2e-gz" カン 2 
ーー 一 2g 70 一 
(01 0 本 
1 7 一 1 
= 9 の 0 (9) (71) 


ここ で 、9(⑫7) 三 1 (? 三 7 の 時 )、= ニ 0(2 導 7 の 時 ) は クロ ネッ カー の デル タ と 呼ば れ 
る 。 また 、( あ くま で 俳 唐 上 、) ぐ 」()ー0 と し て お く 。 
この 潤 化 式 (71) を 繰り 返し 用 いて 、z ヵ > 0 に 対し 、 





277? 一 1 _ 2 一 1 2777 一 3 1 
回 果 語 7 2 2 


この 最 右 辺 を 整理 し 、 ま た 、Go(o) = G(<) = }、/= で ある こと を 用 いる と 、 


CO (7 (3 “ 








Go(G) 








277? 一 2 27 一 2 2 カー4 グ 
ーー G5m_s(9) = ニー = 時 


この 最 右辺 を 整理 し 、 ま た 、 の Oi(o) = 寺 で ある こと を 用 いる と 、 


2 あー (@) 三 





7 一 1 7 一 2 1 1 (一 1)! 
(の 思 0 
2m-1(6) 6 @ o 2 277 





[ 導出 1 終わり ] 


1/2 


2y 


G。(G) = / Ye 一 の" 三 90 グ (=) 2 / 2 ラー すっ cー ツ 
0 0 2yQ @ 2g 3 ゾ 70 


最 右辺 の 積分 が T (3 


[ 導出 2 ] ッ ニ ocz2 と 置く と 、 ァ ャ ーッ ソ ミ お よび 芝 = 委 吉 あ 9 








) で ある こと を 用 いる と 、 次 式 を 得る : 


1 7 1 
の の 『(3 す 3 


26 2 





0 
ト う |ー 





この 式 と 、 補遺 D) に お ける ガン マ 関 数 の 性 質 (2 ) && (3 ) を 用 いる と 、 ?, = 27。 の 場合 


erre9-aC-0C 9 半 @⑲- 


また 、 ヵ ニテ 2mー 1 の 場合 








っ ぁ ー1(G) 三 2gw (72) 三 の 1)! o 


[ 導出 2 終わ り ] 


E.1.3 モー メン ト の 一 般 化 
正 の 実数 に 対し 、 
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ー1/2 

















[ 導出 終わ り ] 


リー9z^ と 置く と 、、 ヶ ーッ / を お よ び 芝 = 与 。 より 、 
。 2 oo 7 8/2 
p dz ye 一 gz 計 gg () e ツ 
0 0 2yo og 
l 0 8ー1 
呈 am / の %, り 2 e ? 
26 2 0 
レ 記 「 (っ ー) 
2 3 2 
E.1.4 | 応用 問題 ] 単位 超 球体 の 「 超 表面 積 」 


72 次 元 超 球体 の 「 超 体積 」 お よび 「 超 表面 積 」 の 公式 は 、 既 に 小節 6.5 で 導出 し 
が 、 こ こ で 扱っ た ガウ ス 積 分 を 用 いる と も っ と 簡単 に 導出 で きる 。 そ の た め に は 、 


に お ける ガウ ス 積 分 : 
『 dz1 < dz 『 員 de (本 e2… 十 る) 
0 0 0 


二 通 り の 仕方 で 計算 する 。 ま ず 、「 正 攻 法 」 で 計算 する と 、 


| 計 





を 、 


/ am zo・ / de (ge2… 十 ) 一 / 


も う 一 つ は 、 7 次 元 の 極座標 を 用 いる が 、 
れ は 単位 超 球体 の 「 超 表面 積 」、459 (1)、 で 与え られ る ハズ で あり 、 
の 積分 測度 は 7"ー!・ と な る ハズ な の で 、 全 体 の 積分 は 


1 
り っ 過 
2 


介 





6 


emmー4o ーッ ーー46eo 

















ここ で 最後 の 等 式 で は 、E.1.3 の 結果 を 月 


「 角 度 部 分 」 の 積分 は トリ ビア ル に 実行 で き 、 そ 
「 動 径 


て いる 
7 次 元 


= (の "の 


部 分 」 


1 


「3) 


2 


上 いた 。 この 二 つ の 結果 を 等 式 で 結ん で 少し 整理 











する と : 2 
7/2 
⑦) 27 
中 球体 け ) ーーー 
9 
一 般 の 半径 丸 の 超 球 体 の 「 超 表面 積 」 は 、 相 似 な 図形 の ヵ ー1 次 元 測度 の 性 質 を 月 
/2 
(⑫) 衝 (⑫) 2 絆 
4 全 k() ニー x 4 計 k(1) = F($) - 
2 





は 定理 6.9 の 結果 と 一 致す る ! ! 
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上 い て : 








更に 、 こ の 結果 より 、? 次 元 超 球 体 の 「 超 体積 」 も (小節 6.5 と 逆 の 手続 き で ) 導出 で 


2 条 7/2 77/2 


尋 
1 
10 =/ ゆみ 4 の (7) ニニ 0 ーー 
慰 体 ( ) ト 直球 体 ( ) 7 T (3 T(# 十 1) 


当然 な が ら 、 こ れ は に 定理 6.8 の 結果 と 一 致す る ! ! 











E.2 多 変 数 ガウ ス 積 分 


E 妥 1 
正定 値 を 持つ ヵ x ? ヵ の 実 対称 行 列 、4 = (4。』) (4 = 4) に 対し 、 


7/2 


CO つら ー ー 
人 209 


ーoo 2 一 1 7ー1 


[| 導出 ] 
9 一 (Z1, 少 2。 編 ) ら の まる と 、 CO 2 2 三 ん ( め )* 直る の 線形 代 
数 の 定理 に より 、 正 定 値 の 実 対称 行列 4 は 必ず 、 適 当 な 実直 交 行列 7 (7 7"= ニ テア ここ 





で 了 テ diag(1, 1, ,…) 1) は *?2 タメ 単位 行列 ) を 用 いて 対 角 化 で きる *93 : 
0A.7Y 、 人 AA 呈 昌 0) 。/。。 あみ 0 


これ か ら 直 ち に 、 
det 4 = 1 和 AA> | 入 。 


と な る 。 ま た 、 こ こ で 新た な 積分 変数 、 





の (ニー(g) の …。 の の) 法 る の 
を 用 いる と 、 
ぢ 4( ぢ の "ニア の A(z7『 ニ う Ai( の 0 
2? 王 1 





*51 ここ で と は 行列 の 転 置 を 表す 。 例 えば z x 7 行列 、A7 (47。 ヵ ) の 転 置 行列 は 、yx x 7 行列 、 
AZ 一 (7。) と な る 。 ま た 、 行 ベク トル デ どの 「 転 置 行列 」、 巡 、 は 列 ベ バク トル と な る 。 

*52 ここ と で 、 記 号 、diag(g1, g2, …。 g ヵ )、 は 、 対 角 成 分 が g1, go, .…, g ヵ 。 で ある 様 な 、 ヵ x 7 の 対 角 行 列 
を 表す 。 

*53 この 定理 の 証明 に 関し て は 、 記 憶 が あや ふ や な の で 割愛 。( ち ょ っ と 難し か っ た 印象 だ け は 記憶 に ある 。) 

興味 ある 方 は 、 線 形 代 数 の 教科 書か 参考 書 等 を ご 参照 願い た い 。 
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2。 …) 交 還 laet7ー リ | 語 計 





090D ae 0 


従っ て 、 問 題 の 多重 積分 は 、 次 の 様 に 計算 で きる : 


! 叶 @ の 1 25 9 d ア 。 eXD | 


? 王 1 7 三 1 
詩 / 一 / dz/ exp - め ey) 
ーoo ーoo 2 二 1 
= 0 | た eee 
7/2 電 /2 
語 の 1 1 4 VA1… 和 。 (det 4)172 


E:2:2 分 散 と 共 分 散 





[ 導出 終わ り ] 


/ 。 "ルー ィ 」 exp(ー〆4(②⑳ り = An 定 ど ーー 
05 1 は 少 ヵ 2) CXD 一 光学 胃 5 27 (det 4)72 
[| 導出 1 ] 
作 ( ダ ) ーー 6 4 の 1 

exp(-〆4( る 3 る?) = 2. xx | exp(- ど 4( る ) り ) 

が 
Ne 
7 exp( 一 4(⑳7) = の ep(-Z4(9 交 交 


2 


これ を 用 いる と 、 公 式 の 左辺 の 積分 は 、( 部 分 積分 を 用 いて 、) 








/ の RR / な ん が ワ ゲ ジル メ 】 exp( 一 4(3) り ) 


ー / の ZZ1・・ リ 4 が 7 ョ > (4-) と cn-A の | 


7 ニ 1 
人 mh…/ な ん が 





テ 24 同 ep(- ば 4( の り 


7 一 1 
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この 最 右 辺 は 、 凡 * = 9(?,7) を 用 いる と 、 更 に 変形 で き て 、 


= ーー 二 


7 


テ 2 ) ヵ 90 | exp(4( る )) 

















= が 4 つ 0』/ dm…/ wesp(-g4( の 0 
還 1 6 77/ 2 
= 5(4 act 4)72 2 
| 導出 1 終わり ] 
[導出 2 ] 
まず 、? デ 7 の 場合 を 考え る と 、 
(公式 左辺 の 積 信 ) = - エ - ツ / mh…/ dp ep( す 4(3 り 
小 小節 E.2.1 の 結果 より 、 
SS Zr7/2 アバ /2 1 84 っ det 人 
0 和伸 旨 80 っ の pa 2 : 2 (det 4)92 


これ も 線形 代数 の 定理 に より 、。 寺 - det 4 は 、 要 素 4。, の 余 因 子 と な り 、 次 式 が 成立 す 


の っ 
det4ー2 (det 作 ) (4~)。』 





ひ 
の 4。。 
ここ で 左辺 の 因子 2 は 、 行 列 4 が 対象 で あり 、 非 対 角 成 分 が 2 度 現れ る こと に 起因 する 。 
この 結果 を 上 記 の 最 右 辺 に 代入 する と : 


"2 ー1 2 (det 4) (4~)。』 旭 
9(det 4)72 


ノー ドキ ナー 書 分 ) 一 EN ーー - 
(公式 左辺 の 積分 ) の 志 (det 4372 の 人 4 
6 2 7 の 時 は 、 対 象 行列 で も 対 角 成 分 は 各々 一 度 し か 現れ な い の で 、 最 初 の 
が 228- と な り 、 そ の 一 方 で 、 





2/2 





キア im 


det 4ー (de74 ) (4~)。 





9 
94。 
と 、 因 子 2 が 消え る の で 、 そ れ ら が 相殺 し 合い 、 結 局 公式 は 成立 する 。 [ 導出 2 終わ り ] 











*94 この 証明 も (「 余 因子 」 の 説明 と 伴 に ) 割愛 。 興 味 あ る 方 は 、 線 形 代数 の 教科 書か 参考 書 等 を ご 参照 願い 
た い 。 
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E.2.3 4 次 の モー メン ト 


DS 識 の 520505600】 exp(-4(3 り ) 
-( 引 4Dg(4-Dg+(4-Da(4-D す (4-Da(4 り CT 


2./2 


[ 導出 1 1 
小 小節 E.2.2 の [ 導出 1 ] と 同様 に し て 


(公式 左辺 の 積分 ) 
oo ー1 て ヘー 
/ た 0000 ョ 2 1 
/ g ルー 0 が 


四 の Z1・・ 沈 0 (4~), 7 十 (4~)』 の 十 (4~), 引 衣 | exp( 一 4( る 7) 





7 cnt 4 のり) 


ー Cu exp( 一 人 4( る 7) 





772 王 1 


0 5 


9 / ルリ 2 林 イ 2 exp(-〆4( る ⑳?) 


0 mh…/ dz。 zz exp(4(3) 
+(4-Dg / mh…/ dz。 zz exp(ー4(3) 


最 右辺 に 現れ た 三 つ の 積分 は 、 ま さ し く 小 小 節 E.2.2 の 左辺 (の 添字 を 置き 換え た も の ) 
で ある か ら 、 そ の 右辺 を 代入 する と 、 


(公式 左辺 の 積分 ) 
6 5 1 _- 上 ー アバ /2 
= 肝 4 (4)A+(4 DA(4 DA+(4 OR] Ge 


これ は まさ し く 公 式 右辺 に 他 な ら な い 。 
[ 導出 1 終わ り ] 


[ 導出 2 1] 
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先ず 、? と 7 と ん た と 7 が すべ て 互い に 異な る 場合 を 考え る 。 小 小節 E.2.2 の [導出 2 ] 
と 同様 に し て 、 
(公式 左辺 の 積分 ) 


還 の < / 4 ーー ィ (- 有 4( る 5 
王 5 84。, 84。, 了 1 アア eXD 


の NNY 9 (9 r7/2 
是 2 の 2 9 の 4。/ (det 人 4)172 


ここ で 、 小 小節 E.2.2 の [| 導出 2 ] の 結果 を 用 いる と 、 














* 交 1 77/ 2 
ムキ ヽ NN ーー た ー1 ーー 
(公式 左辺 の 積分 ) = Dr) 


これ は 、4。, に 関す る 偏 微 分 を {.……}) の 間 の 二 つ の 因子 に 各々 作用 させ て 、 更 に 、 小 小節 
E.2.2 の [ 導出 2 ] の 結果 を 用 いて 、 次 の 様 に 書き 換え られ る : 
(公式 左辺 の 積分 ) 
中 25N0N e 2 1 0 1 の 2 
5 | (ae4)72 30 | (eg | 
ーー 1 下 の ー1 77/ 2 1 き | 5 7/ 2 
請 5 寺 6 | (det 4)72 十 ( (4 (4 (det 4)72 (73) 
ここ で 、 最 右辺 の 第 一 項 に 現れ る 。 先 -(4"「)。 を 計算 する 。 ま ず 、4 = (4。) は 実 対 
称 行列 な の で 、 非 対 角 成 分 は 二 度 出現 する (即ち 4。, 三 4, ヵ ) こと を 考慮 する と 、 以 下 の 
恒等式 が 成立 する : 
9 。 ーー) ナ 9 の 9 9+9%909② め 7 
本 6⑫, が) 9⑫, 0 省 ? ニ 7 
次 に 、(4~) 訪 の 「 定 義 式 」、 う イー 4 記 (4ー)) = ニ 6(,7)、 の 両辺 を 4。, で 偏 微 分 する 


と 、 右 辺 は 当然 ゼロ と な る の で 、? 邦 7 の 時 に は 、 以 下 の 様 に な る : 
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0= 5) [96 3⑦ 9+86 ) 9⑦ 91(4 り 5) 4 4 


=96. が (4-Dz+9 9(4-Da+ 4 圭 ( す | 


ここ で 、 添 字 た を / に 置き 換え て 、 両 辺 に (4~))/。 を 掛け て だ ダニ 1 からだ = テ まで 
の 和 を 取る と 、 





= (4 うう 4 (4 つう 』 (4 うみ (4)g キ デー(4ー う )』 
即ち 、? 子 7 の 時 は 、 


(4 Da = テー [4 つう )。 (4 カキ (4 の 訪 (47) 記 


と な る 。 つ いで な が ら 、? =7 の 時 も 同様 に し て 計算 する と 、 


の 
94。: 





(4-)』 = テー(4-) (4-) 
の 2 の 。 
この 、 請 (4-)。 の ? 孝 7 の 時 の 表現 を 式 (73) に 代入 する と 、 


(公式 左辺 の 積分 ) 
すま ルル ーー ル 4ーm エイ スー (4ー1。 
=l(4Dw(47Da+(4 Ox (4 つけ | Or 
9 ー1 ー1 0 
+( (4 )(4 2 det 4)72 


この 右辺 を 整理 し て まとめ る と 、 求 め る べき 公式 と な る 。 

も し も 、?、7、 た 、 7 の いずれ か が 等 し い 時 は 、 小 小節 E.2.2 の [| 導出 2 | の 最後 で や っ 
た 様 に 、 因 子 2 や 1/2 の 違い を 考慮 し て 、 更 に 、 を (4) の 7 ニナ の 時 の 表現 を 用 
いた りす れ ば 、 や は り 同 じ 公 式 が 導ける ハズ で ある 。 








[ 導出 2 終わ り ] 


大 抵 の 問題 は 、 小 小節 E.2.2 の 分 散 、 共 分 散 、 と 小 小節 EE.2.3 の 4 次 の モー メン ト を 計 
算 す れ ば 事足り る の で ある が 、 一 応 、 更 に 一 般 化 で きる こと を 知っ て お く の も 悪く な い 。 





E.2.4 一 般 の 次 数 の モー メン ト 


の 1 / ON の 0 0 exp(4( る 3)?) 


ーoo 
7./2 


還 3 | が 2 det 4 


(p, 1 ), CE) (2, gn) と ア (79 1 2, CE) 27 か 一 1 27] 


2 


た だ し ここ で 、 総 和 の 範囲 を 定め る 部 分 に 登場 する ア ⑦[1, 2, ..…, 2 一 1, 27] は 、 数 、 





1, 2 . 27 一 1, 27x、 を 7x 組 の ペア 、(p1」 の )。 (の >) の )、 に 分 ける 全て の や り 方 
の 集合 で ある 。( そ の よう な や り 方 は 、 結 中 = (2 カー1)・(2m 一 3) … 1 通り ある 。) 
| ちな み に 、 こ こ で は 、 変 数 が 偶数 個 の 場合 の モー メン ト の み 記 し て いる が 、 奇 数 個 の 








場合 は 、 対 称 性 より ゼロ と な る こと が 自明 で ある 。 | 


[ 導出 1 ] 
小 小 節 E.2.3 の [ 導出 1 ] の や り 方 を 繰り 返す 。(7, に 関す る 数 学 的 帰納 法 を 用 いて も 
良い 。) 





[ 導出 1 終わ り ] 


[導出 2 ] 





(公式 左辺 の 積 人 (上 ) 6 
2 の 4 5 のり 44。 122 (det 4)172 


の 計算 を 小 小節 E.2.3 の [ 導出 2 ] と 同様 に を 繰り 返す 。 (7 に 関す る 数 学 的 帰納 法 を 用 
いて も 良い 。) 





[ 導出 2 終わ り ] 


E.2.5 モー メン ト の 母 関数 


CO 


三 eXD 4 ー 2 ) 訪 「 (det 4)73 


上 上 が 


『 央 た d。 exD *@ 放 ゃ ) ・exp(-4( お 
ご の 3 己 三 1 


出 ] 
三光 訂 。55 oo あき まる さ 、 


0 電 


(公式 左辺 の 積分 ) = 人 dZ]・ / ZZ。 exD ( 『( の 一 4( る ) り 


ーC の 
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右辺 の 指数 因子 は (一 次 方 程 式 の 解 の 公式 を 求め る 時 の 様 に ) 平方 完成 で き 、 


ディ ー1 (EE 
4 )4(『- 記 4 ) +- ザ 4 (0 








ここ で 、@7 ニ ( 放 。 …。 の 7.) 皇 ダー ョ 74ー~ と 置く と 、 変 数 変換 、 ア 一 > Z” は 、 単 な る 原 
点 の 移動 に 相当 する の で 、 
の (1, り の 。) 喧 光 
9 as 2 
まだ 。 
(の! 一 4( の = ニーダ 4( が 上 エチ 4 て (が 
と 書き 換え られ る の で 、 


ーー ーー 


(公式 左辺 の 積分 ) = / …/ 4 ep (-g4( の は 74 のり 


/ 違 …/ dz exp (-4(⑰ り 


ーC の ーー の 


-e(ar の ) 


最 右 辺 の 積分 は 、 ま さ に 、 小 小節 E.2.1 の 公式 左辺 に 他 な ら な い の で 、 そ の 公式 を 用 い 
2 の. 





7r7/2 


(公式 左辺 の 積分 ) = ep (4 の 


これ は 正 に 求め る べき 公式 で ある 。 
[ 導出 終わ り ] 


ちな み に 、 小 小節 E.2.5 の 公式 を 用 いる と 、 小 小節 E.2.4 の 公式 は も っ と 機械 的 ( す な 
わ ち 形式 的 ) に 導出 で きる 。 ま ず 、 














の 277 
節 E.2.4 の 左辺 ) = 節 E.2.5 の 万 
〔 小 小節 和 を 辺 ) の り た 。 1 の の 。。 0 6 人 カニ ーー ル ん テ 0 
は すぐ に 示せ る の で 、 こ の 右辺 に 小 小節 .2.5 の 公式 を 代入 し て 、 
ん だ ヽ 2 1 っ ー1/ 誰 207 
.2.4 の 寺 (det 4)72 
2 577 の の リ 6 (det 4 
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この 右辺 の 27 ヵ 解 偏 微分 を 計算 すれ ば 、 小 小節 E.2.4 の 公式 右辺 に な る こと が 示せ る 。『*?9 

これ は 、 確 率 分 布 の 母 関数 (generating function) の 威力 を まざまざ と 見 せつ けた 
例 と いえ よう 。 こ の よう に 、 確 率 分 布 の 母 関数 が 求め られ る と 、 大 抵 の モー メン ト の 計算 
は 楽に な る 。 


補 看 F 直角 三角 形 と 直角 三角 氏 の 境界 、 法 線 、 接 線 、 お よ 
びそ れ ら に お ける ガウ ス と スト ー ク ス の 定理 


江 澤 潔 手書き : 2020/12/07-10: 電子 文書 化 : 2021/03/01-07] 


直方 体 や 長方形 だ け で な く 、 直 角 三 角形 、 直 角 三 角柱 、 そ し て 直角 三角 氏 も 用 いる と 、 
7 節 で 行なっ た 様 な 、 一 般 化 され た スト ー ク ス の 定理 の 特殊 ケー ス の 直観 的 導出 に お ける 
対象 領域 の 近似 は より 滑ら か に な る 。 ま た 、 こ こ で 示す 証明 法 を 少し 修正 すれ ば 、 一 般 の 
領域 で の 直接 の 証明 も 不可 能 で は な い ! ! と いう 訳 で 、 直 角 三 角形 (お よび 直角 三角 柱 )、 
そし て 直角 三角 氏 (ある い は その 境界 面 ) に お ける 三次 元 版 ガウ ス の 定理 (定理 7.3) お 
よび 狭義 の スト ー ク ス の 定理 (定理 7.4) の いさ さか 直観 的 な 証明 を ここ で 与え て お く 。 





[ 注 : ここ で は 証明 を わか りや すく する 為 に 、 直 角 の 頂点 を 原点 に 置い た が 、 も っ と 一 
般 の (, ググ) 点 に 置い て も 証明 は 本 質 的 に 同様 に 行え る 。] 


F.1 直角 三角 形 
図 41 の 様 な 直角 三角 形 7 : 
1 (@9 | zz0.9=0. ニ + ミ <i【 
の 


の 境界 (9Z) お よび その 法 線 久 は 、 以 下 の 三 つの 線 分 か ら 成 る 。 


ヶ 軸 上 の 7。 : 長 さ o た 人 010 まき の 紀 二 00: 

り 軸 上 の /。 : 長 さら 0G0 二 0KINOS 光 0 。 が (BOO 
< プーー (5 @) 

直線 ん 長 さ Va2 十 5?, { (ge 一 7) | 介 飲 天 き 人 ) jr: o 





*55 ここ で ポイ ント と な る の は 、27。 階 偏 微分 の 後 で / ニー 0 と 置い て いる こと で ある 。 こ れ に より 、 ノ ン ゼ 
ロ の 寄与 を 与え る の は 、exp ( 74ー!()" ) の テイ ラー 展開 で の 7 次 の 項 、 即 ち 、 


1 1 ュー AV 
ュ (274 のり) 


の み で ある こと が 分 か る と 、 計 算 (ある い は 証明 ) が か な り 簡 単に な る 。 
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図 41 二 次 元 領域 (灰色 ) が (= (一 定 ) 平面 上 の ) 直角 三角 形 の 場合 。 境 界 の 久 は 赤い 太 
線 で 示し 、 そ の 線 分 成分 を /。、/。 そし て 7。。 と 名 付け た 。 


な お 、 直 線 /。。 の 領域 は 、 以 下 の 様 に も 書き 換え られ る こと を 注意 し て お く *?? : 


{[(@ーg@, ) | 0 sr<1)ー1 (と 康 ) | 0szso【-[ (<- 紋 り ) | 0 <y<5【 


この 領域 に お いて 、 狭 義 の スト ー ク ス の 定理 (定理 7.4) の 成分 を 考え る と 、 


* オ ー/ オォ リ gg. オォ / g・4 
9 戸 7。 ! の 


ダ 
ゎ 


/ 0 9+/ gy (一 4。(0, の ) + {一 g4。(o 一 7 婦 ) 十 64.(g 一 @ の の 
0 0 0 


に お いて 、z 成分 に 関し て ヶ ニ テニ ゥ ーcg み 、 ヶ 成分 に 関し て ッ = ニ と 置く と 、 


9 ヵ @ 
( 辺 第 8 項 ) = / 0 が 4。 (< りー +/ の, 4。 (e- sy り ) 
⑦ 0 の 


22 


右辺 第 3 項 


また 、// gg ニー gz に も 注意 する と 、 
# オーー/ 4。 [zz 6 ー 4。(Z。 0) +/ wa (ce- 3 9)- 4 (0 り の! 
2 開 2 // 5 5 AA ん ) 


ちな み に 、 直 線 。。 の 法 線 は 、 以 下 
ヵ ) の 方 向 で ある こと が わか る 。 よ っ 


























*56 た だ し 、z に よる 表示 で は 、z gg か ら ー0 へ と 動く と する 。 
の 様 に 導出 し た 。 ま ず 、 直 線 の 式 、 ま 上 三 1]、 よ り 、 法 線 は ( さ , 


て 、 規 格 化 する と 、 
ee 5 ( ぁ 9 


@) ち 


⑬"+(⑧ 





ー V2 十 g2 





7 三 
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時 NeW (る ,9) (74) 


よっ て 、 狭義 の スト ー ク ス の 定理 (定理 7.4) は 、z= 0 平面 上 の 直角 三角 形 に 関し て 厳 
密 に 成立 する ! ! 


次 に 、( と りあ え ず z 軸 方 向 を 忘れ て ) 3 次元 ガウ ス の 定理 (定理 7.3) の 二 次 元 版 を 
考え る 。 先ず 、 上 記 の 法 線 を 用 いる と 、 


hm オー リ ha に 4 の +/ ha(-471 ん (あー ラー あー ルリ ) 


/ 


leC-) 中 9 (= Y⑧ rw 2 


で ある こと を 利用 する と 、 





で 
ュー トー ヽ 





# 宮 ・4 オ ー 馬 (4。(Z, 0)) + %(-4。(0, の ) 


0 デ 二 タリ 
7 い ] 庄 =(C と 9 
gw し (に に 所 4 rw 人 y(6- 久 りー を 0 の 


@ 5 一 ろ z 1 が @ー タ 9 の 。 
詩 eg / d の 7 ーー 4。(Z,9 +/w/ dz 一 4 4.(Z, 
た gw 寺 me の た ww 寺 を (m の 
= // ed 1 (, の (75) 
= 上 7 2 8y り 全 中 じき 


従っ て 、 二 次 元 版 ガウ ス の 定理 も 、 z = 0 平面 上 の 直角 三角 形 に 関し て 厳密 に 成立 する ! ! 








ちな み に 、 高 さ ヵ の 直角 三角 柱 (例え ば 、 上 記 直 角 三 角形 に 0 く ヶ < く ヵ の 「 厚 み 」 を 
持た せ た も の ) に 関し 、3 次 元 版 ガ ウス の 定理 (定理 7.3) を 示す に は 、 式 (75) の 両辺 
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42 三次 元 領域 (灰色 ) が 直角 三角 雛 の 場合 。 境界 の 7 は つの 直角 三角 用 、 Spzy、 5y> お 
よび 8。。、 と 一 つの 鋭角 三角 形 、5。。>、 か ら 成 る 。9。。。 の 三 辺 の 長 さ は 、5、7 ぉ と 表し た 。 



































を が ww(…) し て 、z ヶ ん と ヶ テ 0 に ある 底面 の 寄与 を 右辺 に 加え れ ば 、 比 較 的 容易 に 


示せ る 。 





な お 、z, ヶ , z の 役割 を 変え て も 、 ま た 、g と 5 の どちら か (ある い は 両方 ) が 負 の 場 
合 で も 、 こ れ ら の 定理 が 厳密 に 成立 する こと は 、( 上 記 の や り 方 に わずか の 変更 を 加え れ 


ば ) 同様 に し て 示せ る ハズ で ある 。 


F.2 直角 三角 雛 


42 の 様 な 直角 三角 雛 旭 : 





1 @ め 2 | いり タテ シリ 
の 境界 は 、 次 の 四 つ の 三角 形 か ら な る : 


(e, め 0)10<z<o 一 0 くく 5 も! 
(0, あ 210<y<5 一 0 くく cl! = 
(0.2)10<z<c- 人 zOS<z<oeol ー 
2 0 あゆ る テ 十 十 る ー11 


5 ( 
Se る 1 


118 





ー キ テオ ー ミ 1【 
人 疲 宮 


{ (ez,0) 10 < りく 5 一 2, 0 ぐ が そる} 
1 (00. め 210<2 く <c 一 多 0 < りく 5! 
{ (eZ,0,2) 10 < くく og 一 2, 0 く 2 そ る 1 


2 


2 


直角 三角 形 の 面積 は し 、 そ れ ぞ れ 、 


77 0c CO 
つう” 4(5/2) Di うり” 4(5。。) 5 2 
7。 ニ Vc? 十 o2< お よび 余 匠 定理 の を 用 いて 、 徐 の ヘロン (Heron) の 公式 


を 求め る の と 同様 に する : 


(44(5。) だ = 


4(5。。) ge 








0 加 0 の sin< りー (216)* = (2715 COS の )3* 
)7(5)7 人 て (G)7+(5)2 - (6) 

の 二 の )( ど 二 e)ーfo2 二 デ 二 デ 二 ど ーーg?【 
ge 十 0c- 十 の @") 

従っ て 、 


4(9。) = =V(e の 2 (502+ (og)? (7) 





外向 き 法 線 丈 は 
加 ls。 = (0, 0, ーー 名 ls 。 王 ( 引 ) 0, 0), 7|s。。 王 (0, 叶 引 0), 


9。。。 の 法 線 、 別 .,. 、 は 、 平 面 の 式 よ り 、(1/q, 1/8, 1/c) の 方 向 で ある こと は すぐ に 
わか る の で 、 規 格 化 する と : 


唱 s。 ー (の 5 _ (c, cg。 g の ) ー (4(5, 4(92。), 4(5。) 
。 V+ (3 + (3” 。 V の 2 二 (eo7 二 (997? 4(5。22) 


22 











これ より 、 次 式 が 得 ら れる : 
人 4) 5。。 二 4(52) 列 5。 十 4(52。) 列 。。 十 4(5242) 列 5。。 ニ 0 (7 の 


これ は 、 直 角 三 角 氏 朋 か ら 出 て いく 法 線 の 、 面 積 に よる 重み を つけ た 、 釣 り 合 い を 表す 。 


次 に 、 刀 に 関す る 三次 元 版 ガ ウス の 定理 (定理 7.3) を 考え る 。 先 ず 、 上 記 の 法 線 を 用 
いる と 、 境 界 上 で の 面積 分 は 、 以 下 の 様 に な る : 


ん 
5 dzgy( 一 4。)(z,y, 0 ォ リ た の yz( 一 4。)(0,9, ヶ ) 用 gzgz( 一 4。)(Z,0, る) 


+ ナナ gg 全 二 叙 00 LA PU) AO の (78) 
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ここ で 、 右 辺 の 9。。。 上 の 面積 を 考え る 。 例 えば 、4。 を 含む 項 を 考え る と き は 、 ヶ と り 
を 動か し 


az ー 1 (あめ タ ーー ニタ ー テ の | 0<z<oー ニ テッ, 0 <y<5【 
2 5 5 


と な る 。 そ し て 、5。。。 上 で 、 ぁ と を 微小 量 (@⑦⑦ と 必 ) 動か し た 時 の 変位 ベク トル の 


「 増 分 」(d⑦) は 
ゲー gy (1 0, ー) + の (9 1. ー) 


と な る の で 、 面 積分 を 与え る ベク トル 面 素 *?7 は ベク トル 積 : 


9= dzdy 1 (1 0, ー-) x (0 取 ーー de (も 1) 


で 表せ る 。 従っ て 、 


防 症 2 人 3 ま 39 CoACOEO ECOP 和 7 














の タテ 


これ より 、 式 (78) で 4。 を 含む 項 の 和 は 


{4。 を 含む 項 の 和 } 
) (7zls。。) 4。 (z り , と 一 ー タ 胃 の | 


一 テグ 
-/ w/ 2 
C 


ーッ た EE + 4 人 (か ceー ァ | 


の 一 c 一 アー ちの 9 
=/w/ ge / (の の を) 
0 0z 
ひ 
ー リ リル ee ーー 和 4。(。 の, タ ) 


同様 に し て 、? と z を 動か せ 
{4。 を 含む 表 AI ュー 4。(2。 め る 
と な り 、 ヶ と yz を 動か せ ば 、 


{4。 を 含む 』J の 和 ) = / / / dee 計 ー 4。(Z。 9, る ) 





1 


77> 





の 。 ッ タッ 








*S7 方 向 が 法 線 () 方 向 で 、 大 き さ が 面 素 の 大 き さ で 与え られ る ベク トル 
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と な る 。 よっ て 、 全 部 を 足し 合わ せれ ば 、 


を 人 60002 (を 了 人 計 と ) ( ヵ , の 2) 
ー ブ リ ee 9-4(ew (⑦⑳) 


即ち 、 定 理 7.3 が 直角 三角 欠 及 に 関し 、 厳 密 に 成立 する こと が 示せ た 。 
同様 に し て 、g、 ム 、c の いずれ か 、 あ る い は すべ て 、 が 負 の 場合 で も 、 三 次 元 版 ガウ ス 
の 定理 (定理 7.3) が 厳密 に 成立 する こと が 示せ る ハズ で ある 。 


に 関し て は 、 既に 2 生地 (お 活 を の 取 員 で 還流 みあ: 
5。。。 に 関し て 証明 する こと も 、 狭 義 の スト ー ス ク の 定理 (定理 7.4) の 直観 的 証明 で 示 
し た 様 に 


(i) 境界 の 一 部 を 共有 する 二 つ の 領域 ア 」、。 それ ぞ れ で 定理 が 厳 密 に 成り 立つ 時 、 複 
合 領域 (ui U Po) で も 賊 密 に 成り 立つ 事 : 
(i) 領域 及 で 定理 が 厳密 に 成り 立つ と き 、 丸 と 境界 (の) を 完全 に 共有 する 領域 
も 、( と 克 の 間 を 特異 点 が 阻ま な い 限 り ) 定理 が 厳密 に 成立 する 事 














の 二 つ よ り 厳 密 に 証明 で きる 。*58 


補遺 G | 付録 1| 数 列 、 級 数 、 確 率 分 布 
江 澤 潔 | 手書き : 2021/02/07-08: 電子 文書 化 : 2021/03/09-13] 


本 文中 で は ほとん ど 登 場 し な か っ た が 、 数 列 や 級数 に 関す る 公式 や その 確率 分 布 へ の 応 
用 も 、 数 理科 学 で 頻繁 に 用 いら れる も の で ある 。 こ こ に 幾つ か 基本 的 な 公式 を お さら いし 
て お く 。 











*58 9。。、9。。、89。。 で 成立 ga。 U 8。。U 5。。 で も 成立 9 5。。 で も 成立 (・ SD ML95 > 


と 9。。z。 は 境界 を 完全 に 共有 )。 
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G.1 等 差 数 列 ・ 級 数 と その 多 次 式 お よび 分 数 式 へ の 拡張 


G.1.1 定数 数 列 ・ 級 数 


ェ ーー 


証明 ] 
1 を ヵ 回 足せ ば ヵ に な る 。( ほ と ん ど 自 明 。) 


ェ ーー 


証明 終わ り ] 


G.1.2 等 差 数 列 ・ 級 数 





ェ ーー 


証明 1 ] (中 学校 な ど で よ く 習 う ガ ウス の や り 方 ) 
5。 堂 を と 置く と 、 


1 ー 1 十 2 十 十 7 
吊っ 光紀 寺 7 十 (%ー1) 十 十 1 
ーー 25。 = (?% 士 1) 土 (% 圭 1) 二 十 (% 十 1) =x(2 十 1) 
従っ て 、5。 三 n(n 十 1)/2 | 証明 1 終わり ] 


ェ ーー 


証明 2 ] 
5 _ た ( 十 1 一 1) ん 
ここ で 敢えて 、 ょ = 中 り _ 店 UE と 書く 。 す る と 、 








ーー て へ を (を 寺 1) 
9。 = ょ = ニ う ポー 
ん た 王 1 た ー1 た 








上 
と 
に 
ko| | 
F 一 
ュー ン 
ざい 


I 
e 
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最 右辺 の 2 番目 の 総和 の 中 で 、 を = ニ / 十 1 と 置き 、 に つい て の 和 に 置き 換え て か ら 、 再 
び ダ ミー 添字 を ん と 呼び 直す と 、 


1 


%( 大 二 1) が (e+T10 や Ak+1) を 
6 
1 妨 三 0 k=1 王 0 


z(& 二 1) 
2 











この 最 右辺 の 二 つ の 総和 は 、 足 し 合わ せる 項 は 品 叶 で 共通 で 、 を = 1 か ら を た =(ー1) 
まで の 項 は 相殺 し あう の で 、 結 局 、 1 番目 の 総和 の の ん = ァ ヵ の 項 と 2 番目 の 総和 の ん =0 
の 項 の み が 残 る 。 従 っ て 、 次 式 を 得る : 





(1) 
2 


"7 名士 1) 0(0 十 1) 。 二 1) 


9 








2 2 2 





g 三 0 


ーー 


証明 2 終わ り ] 


[ 補足 ] 証明 2 の や り 方 は 証明 1 の や り 方 (ガウ ス の 手法 ) に 較べ て ま ど ろ っ こし く 思 わ 
れる か も 知れ な い 。 し か し 実は この や り 方 は (下記 で 吉 度 も 登場 する よう に ) 恐らく ガウ 
ス の 手法 より も 応用 範囲 が 広い 方 法 で ある 。 一 般 に 、 級 数 51.。[ 朋 = 2 し ー」 太 に お いて 、 
廊 三 太 一 肪 - ュ 1 と 書け る 様 な 数 列 { 肪 } が 存在 する 場合 、 こ の 級数 は 以下 の よう に 簡 
単に 計算 で きる : 


72 72 72 72 7 一 1 
5 用 = 太 = う 政 - う 及 コモ ラッ 下 - う 太 = 四 0 = 詠一 凶 (80) 
ん 三 1 ん 1 ん ー1 1 ん / 三 0 


これ は 、 微 積分 の 基本 定理 : 











ァ ー ム 0 / 
記 26/ の = テア (の り 一 7(o) 


の 離 散 的 数 列 版 と 言っ て も 良い の か も し れ な い 。 


G.1.3 二 次 式 数 列 の 和 


に ) 


&(&1) = ( ヵ 十 1)7( み 一 1) 





ェ ーー 


証明 ] 
4 -)= ミ (6+1 を を 0ーA( を 04ー2) 
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と 書け 、 こ れ は 上 記 の 一 般 形 、 式 (80)、 で 刀 。 ニョ (を 十 1) ん (一 1) の 場合 に あたる の で 、 


72 ん 三 7 


ke-D= |+ DeK-1| 


5 = ョ (TUz(a-)ー ミ (0+100(0-) = =(oTDz(o-1) 





g 三 0 


ェ ーー 


証明 終わ り ] 


G.1.4 多 次 式 数 列 へ の 拡張 


(2 十 1)7(7 一 1)…( み 一 7) 
7 十 2 





> を (を 一 1)…・(& 一 7) = 
三 1 


ェ ーー 


証明 ] 


を 十 1) を (を 一 1)…・( を 一 7) 一 大 を 一 1)…( を た ーー]1) 
7 十 2 





細谷 ee 








と 書け 、 こ れ は 上 記 の 一 般 形 、 式 (80)、 で = で AT りーRー7 の 場合 に 当たる の で 、 


7 








5 土 1)20ー リ ) (ゆー ーー (0 キ 1U0(0 一 1) (0 ニア ) 
20.05 コ ME 5 
相 ( み 十 1) み (7 ー1)…・(2 一 7) 
7 十 2 


ェ ーー 


証明 終わ り ] 





| 補足 ] 上 記 で 求め た 公式 より 、 任 意 の (ry 十 1) 次 式 : 


1 
orr1 の に 十 g の ” 十 … 十 gn 十 GO 


gg+1 ダ (ター1)…( タ ー7) 十 6Z(zー1)…(zー7 二 1) 二 … 十 ZZ 二 6 


と 書き 直せ ば "59、 こ の (7 1) 次 式 に 基づい た 級数 は 、 次 の 様 に 容易 に 計算 で きる : 


(gm だせ 上 gm 記 二 … 十 を 十 go! 
ん 王 


Fー 





*59 この 変形 は 、 新 た な 係数 、6。, .…, 61, 00、 に 関す る 連立 一 次 方 程 式 に 帰着 する の で 、 必 ず で きる 。 
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= ツ {orri を (を 一 1)… (を 一 7 を を 一 1)… (を 一 7 填 1) キー 二 を 十 6} 
ん 三 1 


57 





( ヵ 十 1)2(2ー1)…・(2ー7) UDMA(/ Ji 二 CE 


5 r 二 2 r 二 1 2 


これ は 、(?7 十 1) 次 式 の 書き 直し が 容易 に 思い つく 時 に は 実に 強力 な 級数 の 計算 法 と な 
る 。 例 えば 、 
ー ー 土 1)(2 一 1) (2 十 1)7 
や =) fke-0+ 計 = 十 
ょ 1 1 6 


また だ 、 ちよ うど 秦 形 し た パー ジョ ン と し て 。 





2 やこ うし (k+Dk6ー り + 対 = 0 紹 0 


ー1 議 沖 





これ に より 、 ツ た 」 2 や の た 店 の 公式 、 あ る い は (学校 や 聖 等 で 習う ) その いさ さか 
テク ニカ ル な 導出 法 、 を 暗記 し な く て も 、 上 記 の 「 一 般 的 な 手法 」 を その まま 適用 すれ ば 
すぐ に 導出 で きる の で 、 脳 の 記憶 容量 を 節約 で きる ! ! *@0 





G.1.5 分 数 式 へ の 拡張 (1) 


Si 
を (を 十 1) 。 % 十 1 れ 十 1 





証明 ] 


ーー 





Eb  。 第 。 当 。 。 0 ん 9 
を (を 十 1) た 大 十 1 た 十 1 ん 





*60 し か し な が ら 、 も っ と 一 般 的 な 場合 に は 、(r 十 1) 次 式 ( げ (y) と し て お く ) の 級数 は ( ヶ 2) 次 式 に な 
る こと を 利用 し て 、 























げ () = cr 2707 二 2 十 e+17 アユ 十 …・en7 十 co 


半 


ん 
と 置い て お き 、 そ の ヵ テ 1,2,…,7 十 3 の 場合 の 両辺 を 具体 的 に 計算 し て 、cr」2。 or 上 1 … っ er, Co に 
関す る 連立 一 次 方 程 式 と し て 解い た 方 が 、 速 く て 簡単 か も 知れ な い 。 


1 
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より 、 こ れ は 上 記 の 一 般 形 、 式 (80)、 で 瓦 ニーー- の 場合 に あたる の で 、 


Em 
Ta 


ん ー1 


ei 時 
ao 欠 十 1 0 二 1 1 











ェ ーー 


証明 終わ り ] 


G.1.6 分 数 式 へ の 拡張 (2) 





ー 1 1 1 0) 
2 を 十 o)( を 十 @ 十 1)…( を 十 @ 十 7) ーー と ュー イマイ 軸 に エー ムイ 











[ 証明 ] 
1 
(を 十 o)( を 十 o 二 1) …( を 十 十 7) 
0 1 四 1 
1 た エー な エマ エー コロ ーー が エマ エゴ 


1 1 1 
エー エー が キュ イガ 伯 エ ー 大 エコ テー コリ 


より 、 こ れ は 上 記 の 一 般 形 、 式 (80)、 で = 





の 場合 に あたる の で 、 





1 1 
7 ( 十 十 1)…( 十 o 十 7) 














1 | 1 Bi 
国 MI で Te ガー zeTeTD な Te 
1 
ー ュ イー ( ヵ 十 og 十 1)・ この で に コリ) 


ェ ーー 


証明 終わ り ] 


G.2 等 比 数 列 ・ 級 数 と その 拡張 
G.2.1 等 比 数 列 ・ 級 数 





ア 。g* と する と 、 


ェ ーー 


証明 1 ] 9。(z) = 


の ーe ジ ページ 


従っ て 、 


77 十 1 


(1 一?)8。, ーッ ー う gr 


ん / 三 1 











この 等 式 の 最 左 辺 と 最 右 辺 を 1 一 > で 割れ ば 、 








7 の 十 1 


2 


7 三 1 


yk=o 一 lm ュ ニ 1 ューg7 (81) 


公式 が 求め られ る 。 


ェ ーー 


証明 1 終わ り ] 














[ 証明 2 ] z* = = で ある こと に 気づく と 、 こ れ は 上 記 の 一 般 形 、 式 (80)、 で 
太 、 ニ ーー の 場合 で ある こと が わか る 。 更 に 、 こ の 右辺 の 総和 の 下限 が = 1 で は な く 
を =0 で ある こと に 注意 する と 、 
2 隊 ー| を 三 一 gt1 エッ ー11 ー 1 ユーgeH1 
生ま 1 一 才 1 一 才 

[ 証明 2 終わ り ] 

G.2.2 等 比 級数 の 拡張 (1) 
2 ニー ー( 十 1)27 十 nz 
(9 

[ 証明 1 ] 94(?) 堂 7 kz に 1 と 置く と 、 


(1 一 zz)87(Z 


右辺 2 番目 の 総和 で 、 ダ ミー 
(1 一)55(Z) = 


ん ー1 


127 


ー 洒 字 を を 刀 = ニ z 十 1 に 


ーー 1 - em 1 


置き 換え る と 、 


7 の 十 1 


か 7 ー >_ ( 王 り が 


7 三 1 


(右辺 2 番目 の 総和 の 下限 は 元々 / ニ 2 で ある が 、 = 1 の 項 は ゼロ な の で 、 下 限 を 
に 拡張 し て も 結果 は 変わ ら な い 。) この 右辺 を 更に 計算 する と 、 


7 一 1 
7/ 
(1 一)57(z = ッ > の テート ーー ーー が 
を 1 


ここ で 、 最 右辺 の 総和 の 計算 に 小 小節 G.2.1 の 結果 を 用 いて 、 














1 一 條 一 1)z7 72 十 1 
(1ーs)57 (e) ニ は お (w 十 1)27 十 7 
1 一 1 一 


この 最 左 辺 と 最 右辺 を 1 一 で 割れ ば 求め る べき 公式 と な る 。 











証明 1 終わ り ] 


ェ ーー 


[| 証明 2 ] まず 、 公 式 左 辺 の 総和 の 下限 は ん 1 で ある が 、 ん = 0 の 時 の 項 は ゼロ な の で 、 
下限 を を =0 に 拡張 し て も 結果 は 変わ ら な い 。 よ っ て 、 


》 ky 三 が 6 が 7 ー >_ は の | 三 ー 4 
1 王 0 ょ 王 0 


最 右辺 の |.…| の 中 身 に 小 小節 G.2.1 の 結果 を 用 いる と 、 




















b 表 1 9 ーー 1 一 % 叶 ト ニー ユー( 十 1)Z 十 pg7T1 


_ dz | 1 一 1 一 (1 一 %)2 (1 一)2 


ん 三 1 


[ 証明 2 終わ り ] 


G.2.3 等 比 級 数 の 拡張 (2) 


(た きり (この UE (④) 本 


ん ー ア 





ェ ーー 


証明 ] 
小 小節 G.2.1 の 両辺 を ヶ に 関し て 階 微分 する と 、 右 辺 は 自明 。 左 辺 は 


(左辺 ) = ( ュ ) 区 * = () の 


0 ん =0 





総和 中 の た 0 か らん た = テ ァ ー1 まで の 項 は 、 微 分 する うち に 消え て いく の で 、 総 和 の 下限 
は た = ニ ァ と し て も よい 。 従っ て 、 


(左辺 ) = be ( 計 ) @ = の AG-D…6-rT 


ん 三 ア 


よっ て 、 欲 し い 等 式 が 証明 され た 。 


ェ ーー 


証明 終わ り ] 


[ 補足 ] ll < こ 1 で か つつ oo と する と 、 小 小節 G.2.1 の 等 式 は 





小 小節 G.2.3 の 等 式 は 


の 46-9…@-rF0 イー() | トッ ーraーrm 


と な り 、 分 数 式 の テイ ラー 級数 と な る 。 


G.2.4 [応用] 幾何 分 布 
「 当 た り 」 の 確率 が p の クジ が あり 、「 は ずれ 」 が 出る まで クジ を 引き 続け る と する 。「 は 
ずれ 」 が 出る まで 引い た 「 当 た り 」 の 数 ヵ (0, 1, 2, …) の 確率 は : 








7 欠 生 2 天 モロ ー7) の " ( 阪 二 M 


[| 導出 法 ] 
クジ 各々 一 回 ご と に 「 当 た り 」 の 確率 は p で 、?, 回 それ を 続け る の で 、 





7 


の り ※ メ カメー・ メ の カー カ の 
ューーーー ン ーーーー ご 
7 個 
そし て 、 そ の 直後 に 「 は ずれ 」 の 出る 確率 は (1 p ヵ ) な の で 、 





IL 生ま 6 あ )/ 
[ 導出 法 終 わり ] 
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(性 質 ) 
玉 [/(%)] 演 と (の ) Pa lo: 中) を ( 北 何 分 布 の 下 で の ) 7( ヵ ) の 期待 値 、Var[] 
jp ー 戸 ) | (= 2] - ( 器 誠 )?) を ( 北 何 分 布 の 下 で の ) ヵ の 分 散 と する と 、 








_ の っ 2 の 1 十 の ) Khan 
Eee 2 ア | | (1 一 め )2 2 V | ! (1 - ヵ 2 
| 導出 法 ] 
玉 f| = > (1 の の "ニー の p う np) 
の 三 0 7 み 三 1 


ここ で 、 最 右辺 の 総和 で 下限 が ヵ = 1 に 変化 し た の は 、? = 0 の 項 が ゼロ に な る た めで あ 
る 。 こ の 最 右 辺 に 小 小節 G.2.2 の 公式 の ヵ ー oo の 極限 を 適用 する と 、 





1 の 
と [| モー の ) ぁ X の 志和 





よっ て 、 一 つ 目 の 等 式 が 求 ま っ た 。 次 に 、 
玉 p 人 ] = 玉 (2ー1)] 十 月 還 ニ (1 の う np ー1)972 二戸 


7 三 2 
最 右 辺 の 総和 で 下限 が ヵ カー2 に な っ た の は 、 ヵ ー ニ 0 と ヵ テ 1 の 項 が ゼロ に な る か ら で あ 
る 。 こ の 最 右 辺 の 総和 に 小 小節 G.2.3 の 公式 の ?, ~ oo 極限 を 適用 する と 、 





2p" の が (1+ め の 
ig 1- の 2 1-p 1-p2 











2 2 1 
gl | ニー? の EE 


1 三 財 の 才 た コ 
区 イ に 、 





ー 万 [2] 一 2 こ 1 すめ り 2 
Varll = gp 條 一 ( 攻 罰 ) (1- め 3 ( 志 ) ーー の 


[ 導出 法 終 わり ] 


[ 補足 ] 母 関数 : 


def ーー 0 1 一 ヵ 
CYPII り 上 2 し # イ 燈 条 な 急 三 2 ー の ( め )” 1 一 め 


を 用 いて 色々 出す や り 方 も ある 。 
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G.3 二 項 定理 


定理 補遺 G .1 ( 二 項 定理 ) 二 つ の 実数 (ある い は 複素 数 ) を 。 と ム そし て 正 の 整数 
' 狗 癌 ある 


(c 十 9" re mm 


(Y 
(Y 
ad 


C 7! - W*(%ー ニ リー ニ 7 ネ 1 
。 (が ー7) Y・(ー1)…・1 


は 、z ケ の 物 か ら ァ ヶ ケ を 一 度 に 選び 出す 組み 合わ せ の 絵 数 。 





ェ ーー 


証明 ] 
掛け 合わ され た ?, ケ の (og 十 5 を 、 便宜 上 、(1), (2), ……, (%) と ラベ ル を つけ て 示す と : 
Q①) ⑫) 時 (%) 
(ge 十 り の x (@ キ の X …| ※ (@ 二 の 
(g 二 の” の 展開 式 に 現れ る 各 項 は 、 上 記 (1), (2), .……, (? ヵ ) と ラベ ル さ れ た (g 十 5) の 各々 
の 中 か ら g も し く は 5 を 選ん で 掛け 合わ せ た も の で ある 。 例 えば 、g7" "7 と いう 項 は 、 
(1), (2), ……, (2) か ら 7 個 。 を 選び 、 残 り の ( ヵ ー7) 個 は 5 を 選ぶ よう な や り 方 で 作ら れ 
る が 、(1), (2), ……, () か ら 7 個 。 を 選ぶ よう な や り 方 は 、 ラ ベル 、(1), (2②), ……, (%)、 
の 取ら れる 順番 の 違い も 考慮 に 入れ る と 、 が (一 1) …(%ー7 二 1) = ニム 訪 通 通り ある 。 し 
か し な が ら 、 こ こ で は 一 度 に 7 ケ 取 っ て くる の で 、 実質 上 、( 例 えば ) 最初 か ら 小 さい 順に 
並ん だ ラベ ル を 取っ て くる 様 な も ん で ある 。 こ の 為 、 ヶ ケ の o 同士 で の 順番 の 違い に よっ 

















て 生じ る 7! 通 7 NE 
g7 0 の 7 と いう 項 が 生じ る 回 数 と な る 。 こ れ を 、7r に つい て の 可能 な 値 、* = ニ 0, 1.…, ヵ 


で の 総和 を と る と 、 定 理 (補遺 G .1) が 成立 する 。 


ェ ーー 


証明 終わ り ] 


[| 二 項 係数 、。C。 の 性 質 ] 


G.3.1 


MA ヵ し 。 三 欠 ぁ ー1C ァ ー1 
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[ 導出 法 ] 


7! 7! (一 1)! 














MEW "7 ニタ! ( ニ 1 ニニ 01-- ニ 1 7 ニー1w ニ 0-7 ニ 1 0 
| 導出 法 終 わり ] 

G.3.2 

(一)…(7ー ん を 十 1) 4 = (2 一)… (2 ーー を 十 1) 。 CTg 
[ 導出 法 ] 性 質 G.3.1 の 導出 を 回 続け て 繰り 返す 。 [| 導出 法 終 わり ] 
G.3.3 
(2 十 が か ー Ge 二 2 
| 導出 法 ] 
5 7! 7! rM(0 デ が 直 光 | 。 04  。 

9 TiO 1)!( ぁ ー7 十 1)! 。。 加 (ー テ 7 士 10!1 人 二 1-ー7! NN 
[| 導出 法 終 わり ] 

G.3.4 


7 77 mint, minty。 旭 
0 0 5 >_ > 9(4 7 十 8) 2 3025 め 江 か 5 >_ 6 oo 


7 王 0 s 三 0 三 max10, を 一 7 の 4 け s 三 max10, ーー の} 
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た だ し 、9(3.7) は クロ ネッ カー の デル タ : 


AA 
6 の =1 7 ィ 孝 7 


[ 導出 法 1 ] 
(1 十 z) 守 7 宛 王 (1 十 z)7x(1 十 z) 欠 を ふた 通り の や り 方 で 二 項 展開 する 。 ま ず 、 
(1 )"+w を その まま 二 項 展開 する と 、 


77 十 772 


TO) 
+ 王 0 


次 に 、(1 十 zz) と (1 十 z) 欠 を それ ぞ れ 二 項 展開 する と 、 


(Te GTg)Px(HTg)” 人 ry Po 2 
s 三 0 


7 三 0 s 


777 


の し 。 | 
三 0 


この 最 右辺 で 、 敢 えて 、z'†* = SPY 19( も 7 十 8) z 生 と 置い て 、 更 に 総和 の 順序 を 入 
替え て 書き 直す と 、 


の 7 の 十 77 7 十 7 れ 
(1+ ヶ ) 2 十 77 2 0 42 >_ {9(6 十 s) 引 - 主 2 人 とぶ w 7 十 s) ゅ し re | 


7 王 0 s 三 0 {一 0 7ー0 s 三 0 
この 二 つ の 展開 式 は 、z の 関数 と し て 等 し く な けれ ば な ら な い の で 、 各 々 の の? (〈⑦ テー 
0, 1, …, み 十 7) の 係数 が 等 し く な ら ね ば な ら な い 。 従っ て 


6 か 三 se 7 十 5) 0 の 
7 三 0 s 三 0 





さき 








[ 導出 法 1 終わ り ] 


[ 導出 法 2 ] 
先ず 、 ヵ ー 0 の 時 、 公 式 は 


0 
ヵ 寺 ma し 0 = 王 XN(20s われ ーー ヵ Co0 ヵ Co 


s 三 0 
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と 簡略 化 さ れる が 、。」。Co = 4Co ニ 。Co 三 1 な の で 、 こ の 等 式 が 成立 する の は 自明 。 
また 、+ テ % 十 7 の 時 、 公 式 は 


minf 十 72。 7 


の に >_ PE 2 王 し 由 の 


s 王 max{0。 が 二 カ ー タ ] 
と 簡略 化 さ れる が 、。L。CLT > ニッ ニッ 。ー 1 な の で 、 は や り 、 こ の 等 式 が 成立 する 
の も 自明 。 こ れ を 念頭 に 置い た 上 で 、 公 式 を ( ヵ を 固定 し て =1, 2, …, み 十 7 一 1 全 
て を 対象 と し な が ら ) z ヵ ヵ に 関す る 数 学 的 帰納 法 を 用 いて 証明 する 。 
まず 、7x = 1 (か つ 1 << く 7) の 時 、 公 式 は 











minf ち も 11 1 
ヵ +1Ct = > 2ー の 三 0 の 1C。 = ヵ 1Co 幸 こしょ ー1 1C ュ 
s 三 maxt0, を 一 1 s 三 0 


この 最 右 辺 に 、 1Co 三 1 ソ ュ テ 1 を 代入 する と 、 
ムギ まじ ょ 三 が な 十 し 1 


これ は 、 小 小節 G.3.3 の 等 式 に 他 な ら な い ! 従っ て 、 ヵ ヵ ヵ 三 1 の 時 は 問題 の 等 式 が 成立 
する 。 

次 に 、 あ る 7, (> 1) の 時 に 等 式 が (可能 な 全て の に 対し ) 成立 し た と 仮定 する 。 そ 
の 時 、7 を 7, 十 1 に し た 時 の 右辺 を 次 の よう に 計算 する 。 ま ず 、 小 小節 G.3.3 の 等 式 を 
用 いて 、 





生生 宮 (T 


こ で 右辺 の 各々 の 項 に 上 記 の 仮定 を 適用 する と 、 





mintyx。 min17x。 を 一 11 
2 人 TB = >_ の りす 近 3 の 十 >_ の 2 
s 三 maxt0, 6 一 7 の} s 三 max10, *ー1 一 名 } 
右辺 の 2 番目 の 総和 で 、 ダ ミー 変数 s を s' ニ s 十 1 に 置き 換え る と 、 
mint7x。 ひ min17x 十 1。 
に 結 >_ CO りこ と た 還 め 光 し あー 7 Pe 
smaxt0, 4 一 7} sg/ 王 maxt1, 一 7 
ここ で 改め て 、gs′ を s と 書き 直す と 、 
mint7x。 外 minf7w 十 1 
2 拓 ま PR 1 ュー >_ 20 3 十 > 6 8 2 
s 三 maxt0, # 一 の} s 三 maxt1, 4 一 の} 


この 右辺 の 2 つの 総和 の 範囲 は 、 次 の 三 つ の 領域 に 別け られ る : 
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ーー 
ュ ン 
の 
| 


=ー0 (た だ し 、7 一 < く 0 の 時 の み 有 効 ) : 
(1J。 8 三 コ ma 人 1、 よー の 「、 > 0 3 


(ii) s=m 十 1 (た だ し 、# > 7 十 1 の 時 の み 有 効 )。 


まず 、 領 域 (ji) の 寄与 は 、 以 下 を 与え る : 


mint7x。 外 
領域 ) の 寄与 ンー >_ 際 の 芝 だ の 下 が | 
s 三 maxt1, #ー7} 
mint7x。 外 


>_ 附 の 琴 0 十 | 


s 三 max1t1, #ー7} 


minf7。 ひ 


= 半 0 1 2 


s 三 maxt1, #ー の 1 
ここ で 最後 の 等 式 を 得る の に 、 再 ひび 小 小節 G.3.3 の 等 式 を 用 いた 。 
次 に 、 領 域 (i) の 寄与 は 、 





領域 ⑪) の 寄与 = ニッ Lo Co OLo rr1Co 


SNR 、 5 つの 月 の 等 共 は 60 EtC0 せよ り 従 う 。 
最後 に 、 領 域 ( 病 ) の 寄与 は 、 


領域 (ii) の 寄与 ーー 際 の の 81 王 陸 C-』 Es 


s 三 772 十 1 
この で 、 つつ 引 の 和仁 攻 は の 6。 ど めも 6 ラコ さま の 人 従 が 
これ ら 三 つの 寄与 を すべ て か き 集 め て 整理 する と : 


min17 十 1。 
PP に >_ ヵ Cー。 PE 


s 三 max10, 一 7 
従っ て 、7? の 時 に 問題 の 等 式 が 成立 すれ ば 、7 ヵ 十 1 の 時 に も それ が 成立 する 。 よ っ て 、 数 
学 的 帰納 法 に より 、 す べ て の 正 の 整数 7 ヵ に 対し て 問題 の 等 式 は 成立 する 。 
| 導出 法 2 終わ り ] 


G.3.5 [| 応用] 二 項 分 布 
「 成 功 」 確率 p の ベル ヌー イ (Bernoulji) 試行 を /V 回 行っ て 、? 回 「 成 功 」 す る 確率 は : 


アー 質 [7 : の , WI 三 り MC 9 ( 策 呈 0 1, 2 /) 
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この 時 、 
娘 | モ Mp , 万 人 ニモ MV( パ ー1)2 十 Wp , Varl| = M(1 一 め )p 


| 導出 法 ] 

「 成 功 」 確率 を g ニ ヵ 、「 失 敗 」 確率 を ゥ = (1 一 p) と すれ ば 、 二 項 定理 (定理 : 補遺 G 
.1) の 考え が その まま 適用 で きる の で 、 確 率 アア - 項 [2 : p ヵ , | は OK。 

次 に 、 





pp =) 7 大 2 の - eye が 
7 王 0 
ここ で 、 最 右辺 に 小 小節 G.3.1 の 等 式 を 適用 する と 、( ヵ = 0 で 項 が ゼロ に な る こと も 用 
) 


いて 








9 り A 
ー う My1Oa ュ の (1ー の ツマ ーMp > w_1O。_1 の TO の ツー リーー ツ 


この 最 右辺 の 総和 が (p 十 (1 一 の )) パ ー ト = 1 に な る こと に 気づく と 、 結 局 、 





万 | 防 | ニ Vp 





同様 に し て 、 今 度 は 小 小節 G.3.2 の 等 式 を 利用 する と 、 


PA 





/ 
ge( ゅ 一 1)] = > we 一 1) 大 の 人 = う w 一 1) yO。 の (1 の アー? 
3 7 三 0 
= 2 M(Wー1 w-sO。-2 の (1 の テツ 
ー (MV 記 ア ェ 505 の 0 つこ の に の 
= (パー1) e+0-) が 3 = W(Wー1p 
これ より 、 
万 [の] = 下 (2 一 1)] 十 玉 | = モ MV( パ ー1)p ア 十 p 
最後 に 


Var[z] = 玉 陸 人 ー 全 隔 ) け 7 = WM( パ ー1) ゲ 十 pー (の) ニーMp 十 Wp = Ap(1 一 の 
導出 法 終わ り ] 
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[ 補足 ] 
母 関数 、 
り 
⑧- 義 :p。 MI 学 う の 放ち M]= ニ (pp 


の 三 0 


を 利用 し て 色々 出す や り 方 も ある 。 





G.4 超 幾 何 分 布 


ツボ の 中 に ケ の 球 が あり 、 そ の うち 7 ケ は 「 赤 」、 残 り の (パー747) ケ は 「 白 」 と す 
る 。 こ の ツボ か ら 7, (< W) ケ の 球 を 戻さ ず に 取り 出す と 、 そ の 中 の か ケ (maxf0, カー 
(パー 7)} <7 <mintp, 7)) が 「 赤 」 で ある 確率 は 、 





人 拓 殺 76 ) W,。 747, 約 | 








ーー 天 MOZー1)…( 一 劉 二 1) (パー の )(Wー ダ ーー1)…( パ ーー ム g 十 字 二 1) 
。 7 カー72)! (が 一 1)…・(M 一 欠 十 1) 
ー MC WM 

MvC。 


[ 注 : ] パー oo、4ー oo お よび 坪 一 ヵ p の 極限 で 、 こ の 確率 分 布 は 二 項 分 布 、 
ア - 拓 [72 の, |、 に 帰着 する 。 


[ 導出 法 1 ] 
既に 赤玉 を 7 ケ 、 白 玉 を を ケ 取 り 出 し た 直後 の ツボ の 中 に は 、 赤 玉 が (7 7 ケ 、 白 
玉 が (パー ルー ム ん) ケ 残 っ て いる 。 こ の 次 に (7 十 1) 番目 の 赤玉 を 取り 出す 確率 は 、 
0 
パー7ー た - 
(を 二 1) 番目 の 白玉 を 取り 出す 確率 は 、 
パー77ー ん 
パー7ー ん た 
この よう に し て 、 一 つ ず つ 玉 を 取り 出し て いく と 、7 ヵ ケ の 赤玉 と ( ヵ ー7) ケ の 白玉 を 取 
り 出 す 1 パタ ー ン の ? 回 の 連続 試行 の 確率 は 、 
47(/7ー1)…(/7 一 十 1) (パー77)( パ ーー1)… (パー ダー る 十字 十 1) 
MNO0W il) 
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赤 と 白 の 取り 出す 順序 で 区 別 さ れる こう いっ た パタ ー ン は 、。Or。 = ニー) 通り 存在 す 


る の で 、 全 体 の 確率 は 、 店 北 名 72 ) パ , 7, | の 公式 の 右辺 と な る 。 
導出 法 1 終わ り ] 


[ 導出 法 2 ] 
(全て の 玉 を 区 別 可能 と する と )、A ケ の 玉 か ら ヵ ケ 取 り 出 す 場合 の 数 は 、 


、、 0 。 NOW 
の タ 。 (M- 約 5 了 


7 ケ の 「 赤 」 玉 か ら 7 ケ 取 り 出 す 場 合 の 数 は 、 
7! MM lie この 邊 1) 


(が ダー) 774! 











MCz。 三 


(パー747) ケ の 「 白 」 玉 か ら (ーー7) ケ 取 り 出 す 場 合 の 数 は 、 


(W- 47)! (ーー 47( パ ーー10…(( パ ツー ダー 十字 十 1) 


(パー/47ー 十 7)!( ら ーー (7 一 772)! 





M- 7 三 
これ ら よ り 、 ツ ボ か ら 「 赤 」 を 7, ケ と 「 白 」 を ( ヵ ー7) ケ 取 り 出す 確率 は 、 


の SE Es 
Na ー (公式 の 右辺 ) 
vw 





[ 導出 法 2 終わ り ] 








| 補足 ]| 導出 法 2 ] お よび 小 小節 G.3.4 の 二 項 係数 の 性 質 を 用 いれ ば 、 


min1f。77 1 
EL/// 5 /, ル 7, | ーー 
72 王 maxt0。 一 (パー ル 7)} 


は すぐ に 証明 で きる 。 


G.4.1 | 性質 ] 
万 74| の > 用 陣 | yy り + 定 6 , Varl7z| = ーー @ ー ア 」 ロ 吉 9 
| 導出 法 ] 
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先ず 、 刀 [| は 、 


団 


[| = フー 生 2 ) MM, 絢 


き 、。 7 …(4ー 好 寺 10(Wー47)…(Mー ーー る 十 欧 十 1) 
一 (カー1)!( の 一 大) M(V -1)…(Wー4 二 1) 


還 / 人 ( ヵ ー1)) 
ー nor 


(4 1)…((4 1) 一 (m+D( パ ーー)…( ツ ーー タキ m 寺 1) 
(W-1…(W 0-(ー1D+1) 

















= 科 6 うー 2 一 1: パー1, 47ー1, カー1]| ニテ 1 = 科 6 
次 に 、 内 は 、 
玉 z(72 一 1)] = > (一 1) ay : W, 7, 弥 
2 = WOPSHUEHOW ミ HP = 


_ MM-) (mー2)) 
ー YOw-D De ーーー 
AMO 0 
(M-2…((W ーー ゆー2+1 








4 











寺 yy) ーD 2 Pewel 2 が ー-2, が ー2 カー ー コ 
(4ー1) 
寺 MM) "ツー リ 
従っ て Oi 
万 [px2] = 刀 ( 1)] 上 玉 | = Da DP 


Vil = 好 導 (gy の リト 富 ー( 生 ) 


(2 一 1)47(47 一 1)V 十 (WVー1)47 一 (パー1)A7252 








W2( パ ー1) 
ーー2247( パ ー77) 十 pnW7( パ ー ル ) 
ー W2(W 一 1) 
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表 1 フィ ッ シ ャ ー の 厳密 検定 で 使わ れる contingency table (遺伝 学 の case-control 
study の 場合 


形質 (疾患 ) 

Control 

野生 型 パー77 一 (2%ー72) 
変異 型 人 7 一 7 


( 計 ) パー カ 7 





























_W 一 7 72 パーg 





AV パー1 が 
[ 導出 法 終わ り ] 





[ 注 : ] この 分 布 関数 に 関し て は 、 母 関数 が どれ 程 有 用 な の か 、 私 は 知ら な い 。 


G.4.2 [応用 | フィ ッ シ ャ ー の 厳密 検定 (Fisher's Exact Test) 

この 検定 は 、 遺 伝 学 の case-control study 等 、 遺 伝 子 座 と 特定 の 疾患 (ある い は 形質 ) 
と の 間 の 相関 (association) を 調べ る 解析 で よく 用 いら れる 。 こ の 検定 で は 、 表 1 に 示し 
た よう な 2 x2 contingency table を 用 いる 。 

これ で 、case と 変異 型 と の 相関 が 偶然 より も 優位 に 多い か 見 た い 。「 何 の 相関 も な い 」 

















と いう 帰 無 仮説 (null hypothesis) の 下 で は 、z? ヵ は 超 北 何 分 布 、 引 北 計 2 ) , 47, |、 
に 従う の で 、7 の 「 観 測 値 」(7 が op。) に 対す る ア - 値 : 





minf。 ル 7 ト 
P-value(77。ps) 党 の ア 衣 背負 2 ) /, 7, 包 
7 か 一 772o5s 


が 、 関 値 (例え ば 5% や 1%、 あ る い は その Bonferroni 補正 値 ) より も 小さ く な れ ば 、 相 
関 (association) が 有意 に ある 、 と 結論 され る 。 


補遺 [付録 2] 私 が 英語 学習 訓練 に 用 いた 方 法 お よび 
教材 
江 澤 潔 料 筆 : 2021/03/18-19] 
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私 は 英語 に 関す る プロ で も な けれ ば エキ スパ ー ト で も な い 。 だ が 、 長 年 に わた る 
苦労 の 未 、 研 究 者 / 科 学者 と し て の 日 常 業 務 (英語 論文 の 読解 執筆 、 英 語 で の 議論 、 
英語 で の 研究 発表 の 聴 解 & 実行 等 を 含む ) を 進め る の に ほぼ 十分 な だ け の 英語 力 は 身 に 付 
けた と いう 自負 は ある 。 既 に 述べ た が 、 そ の 為 に 私 は 長年 に わた っ て 苦労 し て 来 た 。 私 は 

学習 塾 や 英会話 教室 人 そ 一 度 も な い が 、 実 に 様々 な 学習 訓練 法 や 教材 を 
活用 し て 来 た 。( 以 前 に も 述べ た が 、 私 の 家系 は 英語 が 苦手 な の で 、 我 が ゲノム 中 に 「 英 
語 が 得意 な 遺伝 子 」 は な い は ず で ある 。) 別に 見 せ び ら か し て 自慢 し た いわ け で は な い が 、 
復 数 の 人 々 の リク エス ト に お 応え し て 、 以 下 、 私 が 英語 を 学習 訓練 する の に 実行 し て 
来 た 方 法 お よび 活用 し た 教材 等 に つい て 、 覚え て いる 限り 挙げ て 、 少 し だ け 解 説 し て みる 。 

[ た だ し 、 学 校 で の 英語 の 授業 の 復習 を や っ て いた の は 当たり 前 と し て 、 一 々 挙げ る の 
は 差し 控え る 。] 























H.1 中 学 時 代 (1981.4 へ 1984.3) 


私 は 学習 塾 や 英会話 教室 等 に 通っ た こと は な い の で 、 初 め て 英語 に 触れ た の は 中 学生 に 
な っ て か ら で あ っ た 。 中学 時 代 に や っ た 事 は 主 に 二 種 類 あ る 。 


NHK ラジ オ 講 座 の 聴講 今 と は ライ ン ナ ッ プ が 違う の か も 知れ な い が 、 中 一 の 時 に 「 基 
礎 英 語 」 中 二 で 「 続 ・ 基 礎 英語 」 を それ ぞ れ 一 年 間 聴 き 通し た 。 土曜 (? ) の 特集 
で 、 ギ リ シ ャ 神 話 の 物語 を 簡単 な 英語 で 語っ て くれ る の が 楽し み で あっ た 。 し か 
し 、 中 三 で 聴い た 「 英 会 話 」 は 、( 当 時 の 私 に は ) レベ ル が 高 す ず ぎ た せ いか 、 飽 き が 
来 た せ いか 、 部 活 や ら 何 や ら 他 の 用 事 の せい で 時 間 が 潰さ れ た せい か 覚え て いな い 

途中 で 挫折 し た 。 

夏休み の 自由 研究 中 二 と 中 三 の 夏休み の 自由 研究 で 、 私 は 星 新 一 の ショ ー ト ショ ー ト の 
和文 英訳 に 挑戦 し た 。 当 時 は 英語 と 日 本 語 と の 違い 等 を よく 解っ て な か っ た せい も 
あっ て 、 和 英 辞 典 と 英文 法 辞典 (?) と に ら め っ こし な が ら 、 近 語 訳 を し て いた 。 
今 、 当 時 の 「 作 品 」 を 読ん だ ら 、 恐 らく 、 そ の 英文 の 抽 さ が 恥ず か し く て 赤面 し て 
し まう だ ろう と 思う が 、 少 な く と も 、 様 々 な 英 単語 ・ 熟 語 や 英文 法 に 関す る 知識 だ 
ナ は 確か に 拡がっ た と 思う 。 














隊 MN3 0 英語 に 関し て は 興味 を も っ て 臨め た 時 期 だ っ た と 思う 。 従 っ て 、 
学習 する の は そん な に 苦 で は な か っ た 。 し か し な が ら 、 英 語 を 「 実 用 的 コミ ュ ニ ケー ショ 
シール を し て 吉 え 6 な あく まで も 「 机 上 の 理論 」 に と ど ま っ て し まっ た の が 、 
妥 に ( 主 に 英語 コミ ュ ニ ケー ショ ン で ) 多大 な る 苦労 を する 原因 と な っ た と 言え る か も 知 
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れ な い 。 確か に 、 こ れ ら の 学習 は 、 学 校 の テス ト で 高 得点 を 取る の に は 一 役 買 っ た か も し 
れ な い が 、 ! 実 用 的 当 ミ ュ ニ ケー ショ ンター ル | と し て 美衣 を マス ター し た か っ だら 、 合 
えば 、NHK ラジ オ 講 座 (と り わ け 「 英 会 話 」) の (当時 は ) テー プ も 購入 し て 、 テ ー プ が 
擦り 切れ る まで 繰り 返し 聴く 、 く らい の こと は し て も 良かっ た の か も 知れ な い 。 





H.2 高校 時 代 (1984.4 へ 1987.3) 

















高校 は 、 片 道 一 時 間 以 上 か け て 通っ て いた せい も あっ て 、NHK ラジ オ 講 座 を 聴講 する 
時 間 的 余裕 は な か っ た 。 この 頃 の 英語 学習 は 、 も っ ぱら 、 大 学 受験 の 準備 と し て 行なっ て 
いた 。 この頃 や っ た こと も 、 一 応 二 種類 に 分 けら れる 。 


通信 添削 講座 私 は (通学 に 時 間 が か か っ て いた せい も あっ て ) 学習 塾 や 予備 校 に は 通わ 
な か っ た 。 そ の 代わ り に 、 通 信 添 削 講座 を 利用 し た 。( こ の 方 が 、 や る 時 間 を 自分 
で 好き に 調節 出来 る の で 、 時 間 に 縛 られ る の が 嫌い な 私 に は 合っ て いた の か も 知れ 
な い 。) 高 一 の 時 は 「 進 研 ゼ ミ 」、 高 二 選 高三 の 時 は 「Z 会 」 を 利用 し た 。 

学習 参考 書 & 問 題 集 その 他 に 、 本 屋 等 で 学習 参考 書 や 問題 集 を 数 冊 購 入 し て 学習 に 利用 
し た 。「 シ ケ 単 」「 シ ケ 熟 」 お よび 、 英 文法 や 英語 構文 に 関す る 参考 書 ・ 問 題 集 を 購 
入 し 、 利 用 し た 。 














この 時 期 に な る と 、 英 語 は 単に 受験 の 為 に や っ て いる 、 と いう 思い も あっ て 、 あ まり 積 
極 的 に や る 気 に は な れず 、 半 ば 「 義 務 的 に 」 学 習 し て いた の で 、 楽 し め な か っ た 。 受験 で 
は 他 の 教科 も 勉強 し な けれ ば な ら ず 、 時 間 に 追わ れ て いて 、 楽 し む 余裕 が な か っ た の も 一 
因 か も 知れ な い 。 当然 な が ら 、 英 語 を 「 実 用 的 コミ ュ ニ ケー ショ ン ツ ー ル 」 と し て 習得 す 
る 様 な 時 間 的 余裕 も な か っ た 。 も し 、 科 学者 に は 英語 が 必要 だ 、 と いう 事 を この 時 か ら 
実感 し て いた ら 、 も う 少 し 真剣 に 取り 組め て いた か も 知れ な い 。 

し か し な が ら 、 こ の 当時 の 学習 が 、( 中 学 時 代 の 学習 と 併せ て ) その 後 の 英語 
ボキ ャ ブラ リー の 土台 、 お よび 英語 の 文法 力 読 解 力 の 土台 を 築い た こと は 確か で あ 
の 














H.3 大 阪 大 学 ( 阪 大 ) お よび 阪 大 大 学院 時 代 (1987.4 < 1996.3) 


大 学 1 て 3 年 まで は 、 必 須 科 目 で 取っ た 英語 の 授業 (ほとん ど 文 学 作品 の 読解 ) お よび 
その テス ト 対 策 以外 は 、 ほ と ん ど 何 も や ら な か っ た 。 
大 学 4 年 に な っ て 、 ゼ ミ の 一 つが 、Landau-Lifshitz の ?Quantum Mechanics” の 輪読 
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で あり 、 こ こ で 初め て 「 科 学 英語 」 に 触れ る こと と な る 。 そ の 後 、 大 学院 に 入る と 、 数 多く 
の 科学 、 と り わ け 物 理学 、 関 係 の 英語 文献 (教科書 、 論 文 、 総 説 等 ) を 読む こと と な っ た 。 
初め の うち は 、 一 文 一 文 を 和訳 し て ノー ト に 記し な が ら 読 ん で いた 。 博士 課程 の 一 年 に 
な っ て 、 自 ら の 学術 論文 を 英語 で 執筆 し た 時 も 、 ま ず 、 日 本 語 で 書い て それ を 和文 英訳 し 
て いた が 、 ア メリ カ 帰 り の 教官 に 「 日 本 語 を 逐語 訳す る と 不 自然 な 英語 に な る 」 と 注意 さ 
れ た 。 そ の 後 は 、 自 分 の 論文 を 書く 際 も 、 初 めか ら 英 語 で 書く よう に 努め 、 文 献 を 読む 
際 も 、 和 訳せ ず に 英文 の まま 理解 する よう に 努め た 。 

し か し な が ら 、 こ の 時 期 は まだ 、 英 語 を 「 実 用 的 コミ ュ ニ ケー ショ ン ツ ー ル 」 と し て 提 
えて お ら ず 、 あ くま で も (科学 的 な 書物 の ) (机上 で の )「 読 み 書き 」 だ け に 留まっ て いた 。 








H.4 基礎 物理 学研 究 所 ( 基 研 ) 時 代 か ら 遺伝 研 時 代 ま で (1996.4 < 2009.9) 








無事 、 阪 大 大 学院 博士 課程 を 修了 し 、 研 究 員 と し て 基 研 に 入る と 、 そ こ に は 数 多く の 
外国 人 研究 者 が お り 、 英 語 で の コミ ュ ニ ケー ショ ン を せ ざ る を 得 な い 状 況 に な っ た 。 そこ 
で 初め て 、 自 分 の 英語 コミ ュ ニ ケー ショ ン 能 力 の 押さ を 思い 知っ た 私 は 、「 コ ミュ ニケ ー 
ショ ン ツ ー ル 」 と し て の 英語 の 習得 に 本 腰 を 入れ る よう に な り 、 様 々 な 教材 を 活用 し た 。 





NHK ラジ オ 講 座 「 英 会 話 ) まず 、 中 学 の 頃 に 挫折 し た 「 英 会 話 」 を 利用 し た 。 た だ し 、 
毎朝 決ま っ た 時 間 に 聴 く の は つら く 、 ま た 挫折 し か ね な いと 思っ た の で 、 テ ー プ を 
購入 し 、 ヒ マ な 時 に 聴く 様 に し た 。 

イン グリ ッシュ ・ ア ド ベ ンチ ャ ー これ は 通信 講座 の 一 種 で 、 シ ドニ ー・ シ エル ダン の 書 
いた 小説 を 有名 な 俳優 さん 達 が ( 主 に ) 朗読 し た テー プ を 聴く も の で ある 。 

リア ル ・ リ ン ガ ル これ は 、 他 の 言語 で は 子音 だ け の 発音 も し ば し ば ある の に 、 日 本 語 の 
発音 で は ぼぼ いつ も 子音 の 後に 母音 が 続く 、 と いう 「 日 本 語 の 特殊 性 」 に 着目 し て 、 
それ を 克服 する こと に より 、 英 語 の リス ニン グ の 上 達 を 目指 す 教材 で ある 。 こ れ に 
より 、 英 語 (お よび 日 本 語 ) の 音声 学 的 特徴 ( リ り エ ゾン 、 縮 約 、 同 化 等 を 含む ) を 
頭 に 叩き 込み 、 意 識 の 変革 を 図る の が 狙い で あろ う 。 

DHC の 英語 通信 講座 (リス ニン グ ) 主 に 英語 の 初級 者 (TOEIC スコ ア 400 < 550 点 
くら い ) 向け の 講座 を 利用 し た 。 こ れ と 上 記 3 の 講座 (教材 ” が 、 そ の 後 の も っ と 
難易 度 の 高い 「 訓 練 」 前 の 「 足 ( 耳 ?) 慣らし 」 と な っ た 。 

アル ク の 英語 通信 講座 か の 有名 な 「1000 時 間 ヒ アリ ング ・ マ ラ ソ ン 」 (数 回 )*“1 は 











*61 [1000 時 間 ヒ アリ ング ・ マ ラ ソ ン 」 で は 、 一 年 間 で 1 0 0 0 時 間 の 英語 の リス ニン グ (聞き 取り ) を 
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も ちろ ん 、 ボ キャ ブラ リー 増強 専用 の 講座 や 、( 特 に 「 話 し ・ 聴 き 」 に 特 化し た ) 英 
文法 力 増強 専用 の 講座 も 受講 し た 。 こ れ に より 、 私 の 英語 力 (特に 「 話 し ・ 聴 き 」 
の 能力 ) は 階段 を 登る よう に 向上 し た 。「1 0 0 0 時 間 ヒ アリ ング ・ マ ラ ソ ン 」 に 
象徴 され る 様 に 、 英 語 コ ミュ ニケ ーション スキ ル の 上 達 に は 、 先 ず は 、 英 語 の イン 
プッ ト の 量 を 増大 させ る こと が 欠か せな い 、 こ と を 身 を も っ て 実感 し た 。 

DHC の 英語 通信 講座 (ライ ティ ング ) 英語 に よる 「 テ クニ カル ・ ラ イ テ ィ ング 」( マ 
ニュ アル 等 の 英文 作成 ) の 講座 も 受け た 。 こ れ に より 、( 日 本 語 と 違う ) 英語 の 特 
徴 を 実用 面 か ら 実感 し 、「 英 語ら し い 英 文 」 が 書け る 様 に な っ た 。 

音声 学 に 関す る 教材 上 述 り のり 「 リ アル ・ リ ン ガ ル 」 以外 に も 、 英 語 の 音声 学 に 関す る CD 
付き 本 等 を 数 冊 購 入 し 、CD を 繰り 返し 聴く こと に より 、 (リエ ゾン 、 縮 約 、 同 化 
等 を 含む ) 英語 の 音声 学 的 特徴 を 、「 身 体 に 叩き 込ん だ 」。 

テレ ビ の 二 か 国語 放送 NHK ニュ ー ス や 海外 ドラ マ 、 ま た 、 海 外 の 映画 等 の 二 か 国語 放 
送 は 積極 的 に 利用 し 、 副 音声 (英語 ) に し て し ば し ば 視聴 し た 。 中 で も 、NHK の 
( 夜 ) 9 時 の ニュ ー ス を 英語 で 視聴 する の が 習慣 化し た 時 期 が 度々 あっ た 。 (私 自身 
は 、 本 当 は あま り 海 外 ド ラマ と か に は さほど 興味 は な い の だ が 、「 英 語 力 向 上 の た 
め 」 と 思っ て で きる だ け 見 る 様 に し た 。) 

「 仮 想 留学 」 基 研 を 出 て 以後 は 、 日 本 に いて も 、 日 本 人 に 囲ま れ て いて も 、 で きる だ け 
学校 (研究 所 ) 生活 や 研究 業務 を (日 本 語 を 介さ ず ) 英語 だ け で 済ま す 様 に し た 。 
(パソ コン も 英語 環境 の まま 使用 し 、 辞 書 も 英 英 辞 典 を 使用 し た 。) こう し て 、「 英 
語 で 考え る 脳 」 を 形成 し て いっ た 。 



































主 に 、 通 信 講 座 が 多かっ た が 、 そ れ は 、 毎 日 決ま っ た 時 間 を 割く の が 難し い 生 活 状 況 
だ っ た の に 加え 、 時 間 を 縛ら れる の が 嫌い な 私 に は 一 番 合っ た 方 法 だ っ た 。 こ の 時 期 に 、 
と り わ け 最 初 の 「1000 時 間 ヒ アリ ング ・ マ ラ ソ ン 」 を 受講 し た 後 か ら 、 私 の 英語 コ 
ミュ ニケ ーション 能力 は 飛躍 的 に 向上 し た ! ! そし て 、 そ れ に より 、 本 当 の 意味 で 「 英 文 
を 英文 の まま 理解 する 」 こ と も 可能 と な っ た 。「1000 時 間 ヒ アリ ング ・ マ ラ ソ ン 」 で 
は 、 リ スニ ング の 訓練 (学習 」 で は な い ! ) を 、「 多 聴 」 (と に か く 多 く の 英 語 を イン 
プッ ト し て 耳 を 慣らす ) と 「 精 聴 」 (正確 に 聞き 取れ る 様 に 訓練 する (ディ ク テ ー シ ョ ン 、 
リピ ー テ ィング 、 シ ャ ドウ イン グ 、 区 切り 聞き 通訳 、 等 々 を 含む )) と に 区 別して いる が 、 
私 の 経験 で は 、 英 語 力 を 伸ばす 為 に は 「 精 聴 」 が 欠か せな い 。 し か し な が ら 、「 多 聴 」、 
ある い は た だ 「 聞 き 流 す 」 だ け で も 、( 毎 日 ) 続け て いれ ば 、 一 度 向上 し た 英語 力 の 「 落 








達成 する 為 に 、 毎 月 送ら れ て くる 教材 以外 に も 、 自 分 自身 で 英語 音声 の テー プ や CD、 更 に は 英語 の テレ 
ビ 番 組 や 英語 の 映画 等 の 「 教 材 」 を 「 調 達 」 & 活用 する こと が 求め られ る 。 
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ち 」 の 速度 を ゆっ くり に する だ け の 効果 は 十分 に ある 。 


H.5 University of Houston (UH) 時 代 (2009.9 < 2011.6) 


この 時 代 は 、 周 り に 日 本 人 の 知り 合い は いな か っ た の で 、 英 語 で 生活 せ ざ る を 得 な か っ 
た 。 そ の 中 で も 、 テ レビ 番組 が すべ て 英語 な の は 、 英 語 の 上 達 に 役立っ た と 思う 。 特 に よ 
く 視 聴 し た の は 、 


CNN ニュ ー ス 、 天 気 の チ ャ ン ネ ル 、 お よび 、 科 学 (自然 )、 歴 史 、 等 々 の 専門 チャ ン 
ネル 
だ っ た 。 


H.6 総研 大 葉山 時 代 以 降 (2011.7 ^。 ) 
UH か ら 帰 っ て か ら は 、 通 信 講 座 を 受講 する こと は な か っ た 。 し か し な が ら 、 い わ ば 、 
「 一 人 ヒア リン グ ・ ジ ョ ギン グ 」 あ る い は 「 一 人 ヒア リン グ ・ ウ ォ ー キ ング 」 


と で も いう べく 訓練 は その 後 ず っ と 続け て いた 。 

「1000 時 間 ヒ アリ ング ・ マ ラ ソ ン 」 の 趣旨 は 、 毎 日 3 時 間 英 語 を 聞き 続け る こと で 
ある 。 し か し な が ら 、 正 直言 っ て 、1 日 3 時 間 確 保 お する の は (仮に 「 な が ら 聴 き 」 だ と し 
て も ) し ん どい 。 そこで 、 私 は 1 日 1 て 2 時 間 で も いい の で 、 ま た 、「 な が ら 聴 き 」 で も 
よい の で 、 そ れ を ずっ と 続け る こと に し た 。 例 えば 、 朝 食 時 や 夕食 時 は 、 絶 好 の 機会 で 
あり 、 朝 食 時 に は 英語 の CD を な が ら 聴 き し 、 夕 食 時 に は NHTK 9 時 の ニュ ー ス を 副 音 
声 (英語 ) で な が ら 聴 き し た 。 そ の 他 、NHK 教育 で や っ て いる (た ) 「 ス ー パ ー プ レ ゼ 
シテ ーション 」 や ! 地 款 ドラ マチ ッ ク | や 「 ド キュ ラン ド へ よう こそ | や! デザ イン トー 
ク 十 」、 そ の 他 に も ドキ ュ メ ンタ リー 系 番組 等 を 二 か 国語 放送 し て いる と き は 積極 的 に 視 
聴 す る よう に し て いた 。( こ の ころ に な る と 、 ド ラマ は ほとん ど 和 視聴 し な く な っ た 。 私 に 
と っ て は 、( と り わ け 科 学 系 の ) ドキ ュ メ ンタ リー の 方 の が 興味 を 持て て 楽し め た の だ 。) 

これ に より 、 私 の 英語 力 は 更 な る 向上 こそ し な か っ た も の の 、 一 度 身 に 付け た 英語 力 が 
サビ 着く 速度 を 著しく 遅らせ る こと が で きた 、 と 感じ て いる 。 








H.7 まとめ ん & 思う と ころ 


この 様 に 、 私 は 実に 多岐 に わた る 教材 講座 を 活用 し て きた の だ が 、 読 者 の 人 々 に こ 
を 真似 ろ と 言う 気 は 毛頭 な い 。 読 者 各々 の 「 目 的 」 に 応じ て 、 活 用 すべ き 教 材 講座 を 絞 
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り 込 め ば 十 分 で あろ う 。 

も し 単に 、( 論 文 等 を 含め ) 英語 の 書き 物 を 読ん だ り 書 いた りす る だ けが 目的 な ら 、 英 
文法 や 構文 の 習得 だ け で も 十分 だ ろう 。 た だ し 、 も し も 、 辞 書 を 使わ ず に 早く 読み 書き し 
た い の で あれ ば 、 そ れ に 加え て ボキ ャ ブラ リー の 増強 も し た 方 が 良い の か も 知れ な い 。 い 
ずれ に せよ 、 こ の 場合 は 、 英 語 の 「 学 習 」 が 主 で あり 、「 訓 練 」 は さほど 必要 な いで あろ 
う 。( し か し 、 本 当 に 「 英 文 を 英文 の まま 理解 」 し た けれ ば 、 や は り ( 下 に 述べ る )「 聴 き ・ 
話し 」 と 同様 の 訓練 が 必要 だ 、、、 と 私 は 思う 。) 

送 に 、 も し も 、 英 語 の 「 聴 き ・ 話 し 」 が 目的 な ら ば 、 軸 足 を 「 訓 練 」 に 置く こと に な る 。 
この 時 は 、 英 文法 な ど は 中 学 で 習っ た も の だ け で も 十分 か も 知れ な い が 、 ボ キャ ブラ リー 
は 意識 し て 増強 し た 方 が 良い 。 と に か く 、 英 語 発音 の 特徴 と その 速 さ に 慣れ る こと が 重要 
な の で 、 で きる だ け 多 く の 英 語 を 聞く 必要 が ある 。 し か し な が ら 、 特 に 「 訓 練 」 を や り 始 
め た 時 に は 、「 聴 きっ ぱな し 」 に し て も あま り 効 果 は な い 。 あ くま で も 、「 意 味 を 理解 し 
な が ら (ある い は 発音 を きち ん と 捉え な が ら ) 聴く 」 訓練 ( 精 聴 ) の 時 間 を で きる だ け 確 
保 す る 様 に 努力 すべ き で ある 。 ま た 、 音 声 学 の 知識 を 身 に つけ る の は 「 聴 き ・ 話 し 」 向 上 
に 効果 が ある が 、 単 に (本 等 を 読ん で )「 頭 で 理解 する 」 だ け で は な く 、CD (ある い は 他 
の 音声 メデ ィ ア ) 等 を 活用 し て 「 耳 で 理解 する 」 よ うに も し な けれ ば あま り 意 味 は な い 。 

で も 、 一 番 効 果 的 な の は 、 ネ イ テ ィ ブス ピー カー の 友人 (も し く は 知り 合い ) を 持っ て 、 
常に フィ ー ド バッ ク を 受け な が ら 、「 聴 き ・ 話 し 」 (ある い は 「 読 み ・ 書 き 」) の 訓練 を す 
る こと で あろ う 。 本気 で 英語 を 上 達 さ せ た け れ ば 、 検 討 し て 見 る の も いい か も 知れ な い 。 
(も ちろ ん 、 英 会 話 教室 に 通う の は 一 つの 手 で ある 。) 

次 に 効果 的 な の は 、 テ レビ 、 映 画 、 ビ デオ 、 動 画 等 々 、 視 覚 的 な 情報 と 併せ て 英語 音声 
が 聴け る 「 教 材 」 で あろ う 。 視 覚 情報 の 助け に よっ て 、 聴 いて いる 内 容 も 理解 し や すく 
な る 。 

現在 で は 、 イ ンタ ーネット を 介し て 、( 海 外 の YouTube 動画 等 も 含め ) 様々 な 教材 が 
タダ 同然 で 入手 可能 な の で 、 そ れ ら を うま く 利 用 する の は 一 つの 手 で ある 。( た だ し 、 誠 
欺 に 引っ か か ら な い 様 に 注意 し て ほし い 。) 

いずれ に せよ 、 本 当 に 大 事 な の は 、「 ど ん な 教材 (ある い は 講座 ) を 利用 する か ?」 よ 
り も 、「 ど れ だ け 本 気 に な っ て 、 持 続 し て 、 打 ち 込 め る か ?」 だ と 思う 。 ど ん な 教材 や 講 
座 に も それ ぞ れ 一 長 一 短 が ある だ ろう が 、 そ れ が 「 詐 欺 」 で な い 限 り は 、 き ちっ と 利用 し 
さえ すれ ば 、 一 定 の 効果 は ある ハズ で ある 。 だ か ら 、 ど ん な 教材 や 講座 で も 、 始 め た か ら 
に は 、 あ る 程度 (少な く と も 数 ヶ月 か ら 一 年 くら い ) は 続け て みる こと が 肝要 で ある 。 そ 
れ で も 効果 が 出 な か っ た 時 初め て 、 も っ と 自分 と 相性 の 良い 教材 (講座 ) を 選ぶ こと を 考 
えれ ば 良い だ ろう 。 
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以前 に どこ か で 申し た が 、 私 は 英語 、 と り わ け コ ミュ ニケ ーション 英語 、 の スキ ル を 身 
に つけ る の は 「 習 う よ り も 慣れ ろ 」 だ と 思っ て いる 。 ど ん だ け 高 度 な 概念 を 頭 で 理解 し 
て いて も 、 そ れ が と っ き に 出 て こない の で は 日 常 コ ミュ ニケ ーション で は 使え な い の で 、 
「 難 し い 事 (概念 等 ) を 極め る 」 より も 「 簡 単 な 事 (英文 ) を 繰り 返し 練習 する 」 気 持ち が 
大 切 で ある 、、、 と 私 は 思う 。 

以上 、 か な りお こ が ま し いこ と を 申し た か も 知れ な い が 、 こ の 手記 を 読ま れ た 方 々 が 一 
念 発起 され て 、 英 語 コ ミュ ニケ ーション を 上 達 され 、 ご 自身 の 「 目 標 」 を 達せ られ た ら 幸 
甚 で ある 。 
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